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Schnittpunkt zweier Geraden.

Von S. Bertschmann.

Das Problem des Schnittpunktes zweier durch je zwei Koordinatenpaare

gegebener Geraden ist mathematisch sehr einfacher Natur.
Und dennoch ist es in der Vermessungsliteratur vielfach behandelt
worden im Suchen nach einer möglichst bequemen Rechnungsform
für verschiedene Rechenhilfsmittel. Dabei finden sich Hinweise darauf,
daß der Rechnungsgang nach der hergeleiteten Formel rascher zum
Ziele führe als derjenige nach anderen Formeln, ohne daß aber eine
Vergleichsbasis gegeben wird. Das ist auch nicht so einfach, wie es auf
den ersten Blick erscheinen mag. Denn für den Entscheid, welcher
Formel wir den Vorzug geben sollen, sind verschiedene Faktoren
maßgebend. Neben dem Zeitaufwand für die verschiedenen
Rechnungsoperationen ist in Berücksichtigung zu ziehen, ob die Formel sich ohne
besondere Gedächtnishilfen anwenden läßt und weiter, ob die Kontrolle
der Rechnung leicht durchzuführen ist. Zur Ermittlung des Zeitaufwandes

ist es notwendig, für jedes Rechenhilfsmittel eine Analyse der
Formel nach ihren einzelnen Rechenoperationen und ihres
Zeitverbrauches, gleichsam eine Punktierung vorzunehmen. Das gleiche gilt
für die Kontrollrechnung; während die Beurteilung, ob eine Formel
leicht anwendbar ist, schon subjektiverer Natur ist. "Wenn im folgenden
eine neue Berechnungsart für Maschinenrechnen entwickelt wird, so
sollen auch noch Vergleichsgrundlagen gegeben werden. Angeregt
wurde die kleine Arbeit durch eine Abhandlung von Katasterdirektor
Mittelstaedt in der deutschen Zeitschrift für Vermessungswesen 1931.
Der dort entwickelte Gedankengang wird weitergeführt und gezeigt,



daß ohne den Umweg über sx und s2 und das Einrechnen von Punkten
in eine Gerade die Koordinaten des Schnittpunktes S direkt aus
Flächenproportionen erhalten werden können.
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Fig. 1.

Verbindet man die gegebenen Koordinatenpunkte der beiden sich

schneidenden Geraden AB und CD, so entsteht ein Viereck, in welchem
die Geraden Diagonalen sind und dessen doppelte Fläche F sei. Die
Diagonalen sind gemeinschaftliche Grundlinien je zweier Dreiecke,
deren doppelte Fläche nach dem dritten sie bestimmenden Punkt mit
Fei Fj) bzw. Fjx, Fb bezeichnet seien. Aus der Figur 1 lassen sich
alsdann folgende Beziehungen herleiten:
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Fb

h^
hB

Axi
AxB

Ay** AyB — Ay%; Zbf Ax% — AxsA

Aus (1) und (2) folgt:

FA AUa Axs.
A

Fb ' Ayi — Ay% Ax1* — Axs.
A A

AysA
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• AyBA FA y FB Ua — ¦AviF yA

FtArS A a D

F A""A FA + fb —A

ys Va y AyS xs XA + AxsA
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(2)

und

(3)
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Analog finden wir, wenn von Punkt B aus operiert werden will:

FB**i nr • A< Axi AxA
p B (4)

wobei die Kontrolle nach (2) besteht. "Wird von der Diagonale AB als
Dreiecksbasis ausgegangen, so finden wir

Ay?-.
Fe

àyn

*ti =^--*y%

Axc - iy AxD
F c

Ax* Fd a r

(5)

(6)

Die Formeln (4) bis (6) liefern Rechenproben im Übermaß.
Die übliche, auf analytischem "Wege unter Benützung der

Richtungskoeffizienten der sich schneidenden Geraden hergeleitete Formel
läßt sich durch entsprechende Gruppierung der Produkte und
Quotienten leicht in die vorstehend hergeleiteten Formeln überführen.

Es handelt sich bei den neuen Formeln hauptsächlich um die
Berechnung des Flächeninhaltes von Dreiecken und Vierecken aus
den Koordinaten der Eckpunkte. Wer selten Schnittpunkte zu rechnen
hat, wird die Flächen am zweckmäßigsten nach den ihm geläufigen
Gauß'schen Flächenformeln: doppelte Fläche

F ± Eyn (xn + l — xn_1) Zxn (yn + \ — yn-i)
ermitteln. Rascher führt der Rechnungsansatz in Determinantenform
zum Ziele, weil er in nur zwei Glieder umgesetzt werden kann. Es läßt
sich leicht aus der Gauß'schen Flächenformel herleiten, daß für den
Spezialfall des Vierecks die Formel für den doppelten Flächeninhalt
ohne Rücksicht auf das Vorzeichen übergeht in

F (Vi Ua) (xd — xc) — (xb — xA) (yD Vc)

oder, in Determinantenform geschrieben

(Vb — Va) (Vd — yc)

(xB — xa) (xd — xc)

Für das Dreieck beispielsweise Fq ist der doppelte Flächeninhalt

(yc — Va) (xc — xA)

(yß — yc) (xb — xc)
Fe

Es sind diejenigen Formen der Determinanten gewählt, welche
sich leicht aus der Anschrift der die Geraden bestimmenden Koordinaten

und in Anlehnung an die übliche Rechenpraxis, d. h. die Bildung
der Koordinatendifferenzen von P2-Px ergeben. Außer dem in Figur 1



dargestellten Fall sind noch weitere Schnittmöglichkeiten zu
berücksichtigen; es läßt sich aber leicht zeigen, daß die angegebenen Formeln
allgemeine Gültigkeit haben. Ebenso lassen sich die Aufgaben, vom
Punkt B eine Senkrechte auf AC zu fällen oder durch B eine Parallele

zu AC zu legen und diese beispielsweise mit DC zum Schnitt zu bringen,
leicht lösen.

Numerische Beispiele.

Folgendes Rechenschema prägt sich leicht ein und liefert unmittelbar
die Determinanten für die Flächen. Die Punktfolge im Koordinatenverzeichnis

ergibt sich aus der Anschrift der Schnittgeraden, indem
zuerst die erste und anschließend die zweite Kolonne hingeschrieben
werden. Beim ersten Beispiel wird der Rechnungsgang ausführlich
dargestellt, bei den folgenden Beispielen wird die besondere Anschrift der
Determinanten unterlassen, da sie direkt aus dem Koordinatenschema
in die Rechenmaschine genommen werden können. Auch werden die
Rechenoperationen auf das Notwendige beschränkt.

+X

y +2 + 2

+6 +12

+9+ 12

+IU

2 U 8 10 12 IU 16 18 20

Fig. 2.
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Schnitt AC
mit BD y Ay Ax X

A + 2 (Vb — y.T) (xB — xA) + 2

(yc — yA) + 4 + 10 (xc — xA)
B +10 + 6 (yc — ys) (xc — xB) + 12 + 7

(m — ye) + 6 — 3 (xD — xB)
C +8 + 12 (yo^— yc)

+ 2
(xD — xc)

— A
+ 9 — 7

D + 14 (VA — Vd) (xA — XD) + 5

+ 2

— 12 — 3

+ 2A

Kontrolle + 12

— 12
+ 10

— 10



Es ist:

Fb
(Vb — Va) (xb — xA)

(yc — Vb) (xc — xB)

+ 4

+ 6

+ 10

— 3
-12-(+60) -72

FD
(Vd — Ue) (xd — xc)

(yA — Vd) (xa — xD)

+ 2

—12

— 4

— 3 - 6-(+48) - 54

F
(yc — Va) (xc — xA)

(Vd — Vb) (xd — xB)

+10

+ 8

+ 7

— 7
-70-(+56) -126

Fa
(ys — yA).(xß — xA)

(Va — Vd) (xa — xn)

—12

+ 4

— 3

+10
-120-(-12) -108

Fe
(yc — ys) (xc — xB)

(yr> — yc) (xd — xc)

+ 6

+ 2

— 3

— 4 - 24-(- 6) - 18

FA y Fc F -108 —- 18 -126

FB + FD F — 72 -- 54 -126

VA ^.^ I108.+10_+8.6
F A -126 £sj yA + AysA= +2 + 8.6 + 10.6

AxsA=*
A

A A _ -108
• Axc. + 7 +

F A -126
6.0 fsi x. +A.A rf= +2 + 6.0A + 8.0

Probe:

^B—F-^Z^ + 8 + 4.6 ys=yB + Ay%- -6 + 4.6 +10.6

Fr -72Axgr=^-AxIl=-T •

B F B -126
-7 _4.0 x„ =x„ + Axg =+12-4.0 + 8.0

Ol if etf

Probe für Fa al— und
Fb FA
F ' F~ +

FC

F
F
"F

^B FD _ F

'FF F

Schnitt BA
mit CD y X

B + 6

+ 6 —3
+12

C —4 +12
—10 —7

+ 9 —10

A +2 + 2
+12 -+3

+ 2 — 4

D + 14 + 5

*c -72 +36 +54



- 6 —

AyS2
—72

+12 + +36
+ 2 + 12 — 4 + 8

AxS2
—72

+ 9 + 36
• — 4 + 9 + 8 +17

Kontrolle:

Ayst,
+54

+ 2 + TT^ •

+36 + 4 + 2 + 6 + 8

AxS2
+54

+ 2 + -rrs ¦¦ +10 + 2 +15 +17
-36

Bei Verwendung der Rechenmaschine ,,Madas, Triplex Vollautomat,

Modell 20 AT" läßt sich die Schnittpunktberechnung, nachdem
die Koordinatendifferen'zen gebildet sind, bis zu den Endkoordinatenwerten

von S durchführen, ohne daß ein Zwischenresultat aufnotiert
werden muß. Der Rechnungsgang ist dabei folgender: F bilden mit
gleichgeschaltetem Resultat- und Speicherwerk, Hebel Y auf I + IV.
F in IV belassen, Hebel Y auf I, Resultat in I löschen und Fe bilden.
Fe in Tastatur einstellen, I löschen und mit Taste Z wieder in I
erscheinen lassen. Aus IV F in Tastatur einstellen und automatische
Division ausführen. Resultat in Tastatur nehmen, in Multiplikatorreihe

transferieren und mit Knopf H festhalten. yc-Koordinate mit
Nippel in I einstellen, Differenz yo—yc m Tastatur einstellen und
Multiplikation ausführen; Resultat ys aufnotieren. I löschen, Xc-Ko-
ordinate mit Nippel in I einstellen, Differenz Xd—xe in Tastatur
einstellen und Multiplikation ausführen; Resultat Xs aufnotieren.

Für die Bewertung des Zeitaufwandes für die einzelnen
Rechenoperationen sind folgende Punktzahlen festgestellt worden:
1. Einstellen einer östelligen Zahl im Resultatwerk mit Nippel 12 P.
2. Einstellen einer östelligen Zahl im Tastaturwerk 7 P.
3. Einstellen einer östelligen Zahl im Kontrollwerk 12 P.
4. Multiplikation zweier östelliger Zahlen, Einstellen inbegriffen 17 P.
5. Division zweier östelliger Zahlen, Einstellen inbegriffen 26 P.
6. Bildung der Koordinatendifferenzen mit der Maschine und

Resultatnotierung 24 P.
7. Bildung der Koordinatendifferenzen durch Kopfrechnen und

Resultatnotierung 8 P.
8. Aufnotieren einer östelligen Zahl 8 P.
9. Aufnotieren einer lOstelligen Zahl 16 P.

An Hand dieser Punktzahlen erkennen wir, daß die Kontrollrechnung

für die Schnittpunktkoordinaten zweckmäßigerweise nicht
über eine zweite Flächenproportion ausgeführt wird. Es ist vorteilhafter,

die aus der ersten Flächenproportion erhaltenen Koordinaten
für S im Rechenschema aufzuschreiben, beispielsweise:



Va
<XYa

(yn-y* yc
y.r Xb

c/D-ych

Ws-y»}» ^D

ys Xs

Xa
Xa)

x£><Xb-Xa)

Xg/(Xo-Xc)

Xd/{Xs- Xb)

ys- yc+s (yD-yc) xs=xc*£(xd-Xc)
Konfrolle:Fs-0

0

und ys — ys und x$ — Xß zu bilden. F$ ist alsdann

(VB — y^) (*B — xA)

(ys — Vb) (xs — xB)

bei fehlerfreier Bestimmung von ys und xs. Fs wird wegen der Aufoder

Abrundungsfehler in ys und xs nicht genau Null werden; die zu
tolerierende Abweichung läßt sich aber leicht abschätzen durch
überschlägige Multiplikation der Summe (yB — yA) + (xB — xA) mit dem
maximalen Auf- oder Abrundungsfehler.

Es sei noch kurz auf die Aufgabe zurückgekommen, vom Punkt B
eine Senkrechte auf AC zu fällen. Die Koordinatenpaare werden in
nachstehender Reihenfolge hingeschrieben und die Koordinatendifferenzen

gebildet:

+10

y X

+ 2 + 2

+ 4 +10
+ 6 +12

+6 — 3

+12 + 9

+7

D'
Die Koordinaten von D', eines ebenfalls auf der Senkrechten

liegenden Punktes, werden erhalten durch Addition von

Vb + (xC — xA) + 6 + 7 +13 yD' und

xb — (yc — Va) +12 —10 + 2 xD' oder auch

VD yB — (xc — xA), xD' xB + (yc — yA)

Soll durch B eine Parallele zu AC gelegt werden und diese mit
einer weiteren Geraden zum Schnitt gebracht werden, so bildet man
die Koordinaten von D"
Vd Vb ± (Vc — Va)

xd" xB ± (xc — xA)

In beiden Ausdrücken ist das Zeichen +
oder dann — anzuwenden.
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