
Zeitschrift: Schweizerische Zeitschrift für Vermessungswesen und Kulturtechnik =
Revue technique suisse des mensurations et améliorations foncières

Herausgeber: Schweizerischer Geometerverein = Association suisse des géomètres

Band: 43 (1945)

Heft: 6

Artikel: Calcul symbolique des coefficients de poids

Autor: Bachmann, W.K.

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-202945

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 10.12.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-202945
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


— 131 —

Partons des deux vues conjuguées, orientées correctement dans
l'autographe. En attribuant de petits accroissements aux éléments
d'orientation des chambres, nous obtenons les différentielles d/c^, dkB,
dlA, dlB. Est-il maintenant possible de trouver un déplacement (SX, 8 Y,
8Z) du chariot de base tel que l'on ait à la fois AXa AXB A YA
AYB 0? Il résulte des équations (4.26) et (4.27) qu'il n'en est généralement

pas ainsi. En effet, dans (4.26), nous avons XA % XB et nous
pouvons par conséquent trouver un système de valeurs SX, 8Z annulant à

la fois AXA et AXB. Dans (4.27), on a par contre YA YB. Ce dernier
système ne peut donc être résolu par rapport à 8 Y et SZ puisque son
déterminant est nul. En soustrayant la première de ces équations de la
seconde, nous obtenons une grandeur qui est indépendante de la position
du chariot de base

(4.28) AYB—AYA= dlB — dlA.

En prenant A Ya 0, nous avons

(4.29) AYB dlB — dlA.

Si l'on annule par contre A YB, on trouve

(4.30) A YA dlA — dlB.

Ces deux grandeurs peuvent être observées dans l'autographe; elles

portent le nom de «parallaxes verticales ». Nous posons

(4.31)
pvB dlB — dlA

PVA dlA — dlB

Remarquons que l'indice de pv indique la chambre dans laquelle la
parallaxe verticale est observée. (A suivre.)

Calcul symbolique des coefficients de poids

par Dr W. K. Bachmann

Le calcul symbolique des coefficients de poids fut découvert en 1934

par J. M. Tienstra [1] et a déjà été appliqué dans un certain nombre de
publications de W. Schermerhorn et R. Roelofs, voir [2], [3], [4]. Le
nombre de nos lecteurs disposant de ces publications étant certainement
très restreint, M. le Professeur C. F. Baeschlin nous a suggéré de développer

ici la théorie de J. M. Tienstra afin de faciliter la lecture de nos
publications photogrammétriques.

Ces calculs, quoique ne conduisant somme toute à aucun résultat
nouveau en ce qui concerne la théorie des erreurs proprement dite, sont
d'une grande importance. Il existe en effet un certain nombre de pro-
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blêmes d'erreurs ne pouvant être résolus que très difficilement sans cette
méthode.

Nous ne considérerons ici que le cas de deux inconnues, mais il va de
soi que la dite méthode est également applicable aux problèmes d'erreurs
à un nombre quelconque d'inconnues.

Soient a; et y deux variables contradictoires dépendantes, telles qu'elles
résultent par exemple d'une compensation d'observations. Nous désignons
leurs coefficients de poids par Qxx, Qxy, Qm et l'erreur moyenne à

craindre sur l'unité de poids par ± p,. Les erreurs moyennes p^ et p,y à

craindre sur x et y sont alors données par les formules

(1) Ux*

Soient

(3)

(4)

QxxP-* (2) P-g Qgg P-*

F a, x + ß, y
G oj x + ß2 y

deux fonctions linéaires des variables x et y. Si l'on détermine la valeur
des fonctions F et G à l'aide des équations (3) et (4), leurs erreurs moyennes
sont données par les formules bien connues (voir par exemple [5], page
182).

(5) MF2 («I2 Qxx + 2 O, ß, Qx„ + ßi* Qyg) /*¦

(6) MG8 K2 ÖXX + 2 O, ß2 Qxg + ft2 Qgg) p.*.

Considérons maintenant la fonction linéaire

(7) H a F + bG

et calculons son erreur moyenne ± p,u- En tenant compte de (3) et (4),
nous trouvons

H a (a,x + ß,y) + b (a^x + ß2 y)

(8) H (aa, + ba2)x + (aß, + bß2) y

et nous obtenons ainsi

t j (a a, + b a,)2 Qxx + 2 (a a, + b a,) (a ß, + b ß2) Qxy
^ H ~~

l +(aß, + bß2)* Qgg

qu bien en développant

+ { a* ai* +2abaia2 + b3 af } Qxx

y 2 | a2 a, ß, + ab (a, ß2 + as ßi) + ft2 ch ß2 } Qxg

y j a2 ß,» +2 ab ß, ßz + ft2 ß2* \ Qgg

P-2H
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et en changeant l'ordre des termes

+ «2 J <*12 QXX +2 a, ß, Qxg + ß,* Qgg | ^
(9) p?H +2ab[a,a2Qxx + (a, ß2 + a2 ß,) Qx„ + ß,ß2 Qyy j /x2

+ 62 j a,2 Qxx + 2 a2 ft Qxg S ft2 Qgg p\
Nou§ constatons que nous pouvons obtenir une équation de la même

forme que (5) ou (6) en introduisant les substitutions suivantes:

(10)

En tenant compte de (10), l'équation (9) devient en effet

(11) ptH (a2 Qff +2 ab QFG + è2 QGG) p?

Qff «I2 Qxx + 2 a, ß, Qxg + ft2 Qgg

Qfg «i «2 Qxg + (o-i ßz + «2 ßi) Qxg + ßi ßz Qgg

Qgg <*22 Qxx + 2 Oi ß2 Qxg + ß2 Qgg

Nous appelons par conséquent QfFi Qgg* Qfg 'es coefficients de poids des

fonctions F et G. La connaissance de ces coefficients nous permet de
calculer l'erreur moyenne à craindre sur une fonction (linéaire) quelconque
de F et de G.

Dans bien des cas, et notamment lorsqu'il s'agit de problèmes
d'erreurs nouveaux auxquels donne lieu la photogrammetrie, l'application
des formules (10) est malaisée. Il est alors indiqué d'avoir recours au calcul

symbolique des coefficients de poids. Ce procédé de calcul est facile à

établir. En effet, soient
Qu et Q«,

des symboles. Définissons la multiplication de ces symboles par les équations

(12)

Cela étant, remplaçons dans les équations (3) et (4) les variables F, G,

x, y par les symboles Qp, Qq, Qx, Qy, ce qui nous donne les équations
symboliques

J Qf a, Qx y ß, Qy
(13) 1 Qg *z Qx + ßz Qg.

En élevant ces équations au carré, ou en les multipliant membre à membre,

nous trouvons, en tenant compte des règles de multiplication (12),

Qu ' Qu — Quu Qv ' Qv — Quv

Qu-Qv Q»- Qu z= Quo Qvu
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Qff ax2 Qxx

Qfg «i a2 Qxx

Qgg «22 Qxx

+ 2a,ß, Qxg + ft2 Qgg

(a, ß2 + CUj ft) Qxg + ft ft Qyy

+ 2 a, ft Qxff + ft2 <?yy

F a, x y ft y Qf «i Qx + ft Qy

G cij a: + ft y Qg «2 Qx + ft Q»

c'est-à-dire que nous retombons sur les formules (10) précédemment
obtenues. Nous constatons ainsi que les règles de calcul introduites
permettent de passer avec une grande rapidité des équations (3) et (4) aux
coefficients de poids des fonctions F et G puisqu'il suffit de rapprocher
les deux systèmes

(14)

et d'effectuer ensuite la multiplication des symboles.
Nous avons vu que ce calcul symbolique est valable pour une fonction

linéaire quelconque de F et G. En appliquant une substitution
linéaire aux deux équations

F ttl x + ft y
G aa x + ft y

nous devons effectuer la même substitution dans le système

Qf a, Qx + ft Qg

Qg <*2 Qx + ßz Qg-

Il en résulte que les règles de calcul, que nous pouvons appliquer aux
équations symboliques, sont identiques aux règles habituelles de l'algèbre,
où nous devons cependant exclure les produits de plus de deux symboles,
ainsi que la division par un symbole.

Pour bien montrer le mécanisme de ces calculs, nous allons les appliquer

à quelques problèmes simples.
Problème 1:

Soient deux observations médiates, données par les équations

(15)
p, 1

Pz 1

«i I + A

«2 £ + ß:

'il 1

¦zV J M.

Puisqu'il s'agit de deux observations indépendantes ayant pour poids
l'unité, nous avons

(16) ^2^2
e.

e,e2
0.

Les équations symboliques sont

[ Qei a,Qi + ß,Qrj
(17)

fie, «. e.t -r ft Q^-
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Pour calculer les valeurs des inconnues <f et 77 en fonction des
observations e„ e2, nous devons résoudre les équations (15), ce qui nous donne
des relations de la forme

f £ «1 s, + b, 62

(18)
y) a2 Ei + b2 e2.

Cela étant, nous pouvons calculer les coefficients de poids Qet, Qt~,
Q „ des inconnues f, 17 en appliquant la méthode symbolique au système

(18). Etant donné que les systèmes (15) et (17) ont exactement la même

forme, nous pouvons nous dispenser de résoudre le système (15) et appliquer

les opérations algébriques directement au système (17), ce qui nous
conduit bien entendu au même résultat. Nous avons, si A désigne le
déterminant du système,

(19)

(20)

(21) Q.

a, ft
«2 ft («i ft — a-z ft)

1

T öe2 A ~{ßzQei-ßiQe)

1 «i %i
*2 %z

1

~à K Q-. ~ "» V
d'où nous tirons, en appliquant la multiplication symbolique,

1

Qe-Qe Q.tf Ja (ft Q£i - ft Q£/

J2 (ft2Q£i£i
2 ft ft Q_. + ft2 Q

'

"ex£2 e2£j

En tenant compte des équations (16), nous obtenons

Q
1

'« (ft2 + ft2)
[jSffl

Nous avons ensuite

QVV V ^ ^ {ai QSz azQ.yti

Jï (V Ö^2 2 i! a2 ß
^1^2

a*2 QW

öiTO ^(ai2 «V)
[aa]
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^i-(ftQei-ftQe2)(a1QÊ2-a20£j)

— {— a, ft Q£i£i — a, ft Q^ + (ai ft + a2 ft) Q^J

Q.ft jj («1 ft + «2 ft) [aft
J2 '

Le résultat cherché est donc

(22)

Cil ft
«^ ys

1zV]

Pi 1 et «i! f + ß [ßß]
M Qtf«•f + 0p2 1 £

aß]

ft J2

aa]
W

En calculant par contre ces coefficients par la méthode classique,
nous avons les équations aux poids

(23)
[aa] Qg y [aft Q^ 1 [aa] Q^ + [aß] Q^ 0

[aft Qff + [Aft Q^ 0 [aft Q^ + [|8ß] Q^ 1ig s iPW Vfv

et leur résolution nous donne

(24)

'ft

\ [aa] [ßß] — [aß] [aß] j Qg [ßß]

j [aa] [ßß] - [aß] [aß] \ Qfr -[aß]

{[aa][ßß] — [aß][aß]\Qr]ri [aa]

mais nous avons

[aa] [ßß] — [aß] [aß] K2 +o,2) (ft2 + ft2) — (a, ft + a, ft)2

ax2 ft2 + a22 ft2 — 2 a, a, ft ft
(axft —a2ft)2 J2

et nous retrouvons ainsi les formules (22).
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Problème 2:

Considérons maintenant le système d'observations suivant:

p, 1 e, a, f y ft v 1 -g

Pz 1 e2 02 f + ft 17 J

En ce qui concerne les notations utilisées, voir [6] ou [7]. Il s'agit là d'un
problème d'observation de «variables secondaires». Les équations
symboliques sont de nouveau

(26)
Q£i ai Qè + ft Qv

Qe2 a2Qc + ß2Qr).

L'opération ] <f consiste en l'élimination de -q entre les deux équations

(25). Pour obtenir Qt nous devons procéder à cette même opération
algébrique dans les équations (26), c'est-à-dire que nous devons éliminer
Q ce qui nous donne

(a, ft — Oa ft) Q| ft Qe — ft Qe

ou bien
(27) AQç= ft Qfii — ft Qg2.

En procédant à l'opération ]', on observe de nouveau la variable
e„ mais cette nouvelle observation est indépendante des observations
précédentes. Si Qr 1 est le symbole de cette nouvelle observation, nous avons

Qei%' - l Qsis,' ° S£2£/ 0

et nous obtenons l'équation

(28) Q£/ a, Qç y ft Qv

Ainsi, les équations symboliques du groupe d'observations (25)
deviennent

(27) AQç ¦ =AQ£i — AQ£2

(28) a,Qç +ßiQv Q£/.

A l'aide de ce système, nous pouvons maintenant calculer les coefficients

de poids Qrp, Qt Q • Nous avons

*Qg (ßzQe-ßiQeY

ft2Q££ — 2ftftQ + ft2Q,£CjCi fclfc2 C2C2

ft2 + ft2 [ßß]

1

tf -JïQff 4 m
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Cette valeur est la même que pour le problème (1). Ce résultat était du
reste facile à prévoir puisque f a été obtenue moyennant élimination de

rj. L'équation (28) nous donne

(29)

(30)

ßiQr Q£,' - ¦* Q{

^Qrm QE,'E,'-2^QEi'f + ^Qff-
On voit facilement que Q. tt est nul. Nous avons, en effet, en multipliant
(27) par Q

AQè ¦ Qei AQEi>î Q£i, (ft ß£i - ft Cy 0.

La formule (30) devient ainsi

ft2 Qm Q
m S,E, + <-_*Qtf 1 + a.» Qtf

Qw - ~h i1 + v Qtft

6e2'

En multipliant (27) par (28), nous trouvons

ai AQg y ft A Q^ Qfii, (ft Ö£i — ft QP) 0

«i Q|| - A Q&,

Gft " Ti Q&

Le résultat de ces calculs est donc

(31)

p, 1 e, a,f y ftijl r,

Pz 1 e2 a2 | + ft ij J ötf ¦
[ßß]
vJ2

•

öft
ai o- - ft ötf

A
ai ft
»2 ft ai ft — a., ft Q JT (i + «.' Qff

Problème 3:

Le groupe d'observations

(32)
p, 1 e, ai f y ft -g 1

Pz 1 £2 a2 «f + ft 7? J
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qui a également été considéré dans [6] et [7], se traite maintenant sans
aucune difficulté. Puisque nous déterminons <f en éliminant -g, nous avons
d'après (22)

m

[aa]

Qg

et pour des raisons de symétrie

Q
W A2

En outre, le coefficient de corrélation Qt est nul du moment que les

deux inconnues sont déterminées indépendamment l'une de l'autre. Ces

résultats se confirment du reste facilement par le calcul direct.
Le lecteur trouvera dans [7] un exemple numérique traitant les

trois groupes d'observations que nous venons de considérer. Des
applications plus compliquées sont traitées dans [8].

Les quelques problèmes simples que nous venons de considérer nous
ont permis de montrer que la méthode symbolique est excessivement
puissante et qu'elle peut, dans certains cas, faciliter considérablement
le calcul des coefficients de poids.
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