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Partons des deux vues conjuguées, orientées correctement dans
l'autographe. En attribuant de petits accroissements aux -éléments
d’orientation des chambres, nous obtenons les différentielles dk,4, dkpg,
dly, dl g. Est-il maintenant possible de trouver un déplacement (8X,3Y,
8Z) du chariot de base tel que I’on ait 4 la fois 4X4 = AXgp=A4Y,4 =
AYg = 0? Il résulte des équations (4.26) et (4.27) qu’il n’en est générale-
ment pas ainsi. En effet, dans (4.26), nous avons X4 + Xpg et nous pou-
vons par conséquent trouver un systéme de valeurs X, 6Z annulant 3
la fois 4X 4 et 4Xp. Dans (4.27), on a par contre Y4 = Yp. Ce dernier
systéme ne peut donc étre résolu par rapport a 8 Y et 8Z puisque son
déterminant est nul. En soustrayant la premiére de ces équations de la
seconde, nous obtenons une grandeur qui est indépendante de la position
du chariot de base :

(4.28) N ¥ Ay = Alp—illy,

En prenant 4Y4 = 0, nous avons

(4.29) AYp = dlg — dlg4.
Si ’on annule par contre 4 Ypg, on trouve

(4.30) 4Y,4 = dly — dlp.

Ces deux grandeurs peuvent étre observées dans l’autographe, elles
portent le nom de «parallaxes verticales». Nous posons

pvg = dlg — dly

(4.31)
pva = dly — dlp |.

Remarquons que l'indice de pv indique la chambre dans laquelle la
parallaxe verticale est observée. (A suivre.)

.Calcul symbolique des coefficients de poids
par Dr W. K. Bachmann '

Le calcul symbolique des coefficients de poids fut découvei't en 1934
par J. M. Tienstra [1] et a déja été appliqué dans un certain nombre de
publications de W. Schermerhorn et R. Roelofs, voir [2], [3], [4]. Le
nombre de nos lecteurs disposant de ces publications étant certainement
tres restreint, M. le Professeur C. F. Baeschlin nous a suggéré de dévelop-
per ici la théorie de J. M. Tienstra afin de faciliter la lecture de nos publi-
cations photogrammeétriques.

Ces calculs, quoique ne conduisant somme toute 4 aucun résultat
- nouveau en ce qui concerne la théorie des erreurs proprement dite, sont
d’une grande importance. Il existe en effet un certain nombre de pro-
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blémes d’erreurs ne pouvant étre résolus que trés difficilement sans cette
méthode.

Nous ne considérerons ici que le cas de deux inconnues, mais il va de
soi que la dite méthode est également applicable aux problémes d’erreurs
a un nombre quelconque d’inconnues.

Soient x et y deux variables contradictoires dépendantes, telles qu’elles
résultent par exemple d’une compensation d’observations. Nous désignons
leurs coefficients de poids par Qu, Qxy, Upy et l'erreur moyenne a
craindre sur 'unité de poids par 4- u. Les erreurs moyennes uy et uy a
craindre sur x et y sont alors données par les formules

(1)  pa® = Qu p? (2) ny® = Quy p*
Soient ‘

6 F=az+8y
4) G=az+pyY

deux fonctions linéaires des variables x et y. Si I’on détermine la valeur
"des fonctions F et G al’aide des équations (3) et (4), leurs erreurs moyennes
sont données par les formules bien connues (voir par exemple [5], page
182). ‘

By prt = (2,2 Qez + 2 0, By Qzy + Bi® Quy) p*

(6) pe® = (a® Qux + 2 ap By Qzy + B2* Qpy) p°.
Considérons maintenant la fonction linéaire

(7 " H—aF +b6

et calculons son erreur moyenne 4 py. En tenant compte de (3) et (4),
nous trouvons '

H =a(ax + Biy) + b (e + B2 Y)
(8) - H = (aa; + ba))xz + (aBf, + 0By

et nous obtenons ainsi

. _ -{(aa1-|—ba.g)sz—|—2(aa1+ba2)(aﬁ1+bﬁ2) Qa:y}' .
e + (@B + BB Qu

ou bien en développant
+ {a’ala- + 2 aba,a, +b“a22}Qm
pig =41 + 2{ @ a By + ab(a By + az By) + bz“ﬁﬁz} Quy ¢ - p*
| + { a® B,* +2ab BB + b% B2 } _ng
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et en changeant ’ordre des termes

+ a® { % Qe + 2 a, ',181 Qxy P 312 ny } pt
© wr= +20ab|aa 0+ (@B + ap) Oy + Bife Qu | w*
+ 02 { a? Qe + 20,8 Qg+ Bt Quy |t

Nous constatons que nous pouvons obtenir une équation de la méme
Jorme que (35) ou (6) en introduisant les substitutions suivantes:

QFr = a;® Qux +20; 81 Qxy + B2 0Qpy
(10) QFG = Q; Gy Q:ry o (al Bz + a, B1) Q:cy & B1 ﬁz ny
Qee = as® Quz + 2 &g 182 Qxy + 1822 ny

En tenant compte de (10), I’équation (9) devient en eflet

(11) pia = (a® Qrr + 2 ab Qrg + b? Qgg) p*

Nous appelons par conséquent Qrr, Ogg, Qra les coefficients de poids des
fonctions F et G. La connaissance de ces coefficients nous permet de cal-
culer 'erreur moyenne a craindre sur une fonction (linéaire) quelconque
de F et de G.

Dans bien des cas, et notamment lorsqu’il s’agit de problémes
d’erreurs nouveaux auxquels donne lieu la photogrammétrie, I’application
des formules (10) est malaisée. Il est alors indiqué d’avoir recours au cal-
cul symbolique des coefficients de poids. Ce procédé de calcul est facile a
établir. En effet, soient

Qu et Oy

des symboles. Définissons la multiplication de ces symboles par les équa-
tions

Qu'Qu =Quu QB'QD:QDD

(12)
Qu-Qv= Q- Qu= CQu = Qu

Cela étant, remplacons dans les équations (3) et (4) les variables F, G,

x, y par les symboles Qr, Qg, Qz, Qy, ce qui nous donne les équations
symboliques

(13) { QF = a4 er & Bl Qy

Q6 =32Qa:+BzQy-

En élevant ces équations au carré, ou en les multipliant membre 4 mem-
bre, nous trouvons, en tenant compte des régles de multiplication (12),
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QrF = ‘112 Quxx + 2 a4 Bl Qn:y = Blz ny‘
Qrc.= a; az Qrx + (al-ﬁz + a, Bl) Q:cy < Blﬁz ny
QGG = a,? Q:cx + 2 a, ﬁz Q:cy + 522 ny

c’est-a-dire que nous retombons sur les formules (10) précédemment
obtenues. Nous constatons ainsi que les régles de calcul introduites per-
mettent de passer avec une grande rapidité des équations (3) et (4) aux
coefficients de poids des fonctions F et G puisqu’il suffit de rapprocher
les deux systéemes

F=ogqzx+pY QF = 0, Qz + B Qyp

(14) : : -
G=ax+ By QGzazQx+BzQy

et d’effectuer ensuite la multiplication des symboles.

Nous avons vu que ce calcul symbolique est valable pour une fonc-
tion linéaire quelconque de F et G. En appliquant une substitution
linéaire aux deux équations

:F=—-alx—i—ﬁly
G=az+ By

nous devons effectuer la méme substitution dans le systéme

IQF=G1Qx+Ble
QG=0-2Qx+ﬁzQy-‘

Il en résulte que les régles de calcul, que nous pouvons appliquer aux
équations symboliques, sont identiques aux régles habituelles de I'algébre,
ot nous devons cependant exclure les produits de plus de deux symboles,
ainsi que la division par un symbole.

Pour bien montrer le mécanisme de ces calculs, nous allons les appli-
quer & quelques problémes simples.
Probléme 1:

Soient deux observations médiates, données par les équations

P1 =.1. 31=a1f+l18177 ]
p, =1 52=0-zf+ﬁ27)

Puisqu’il s’agit de deux observations indépendantes ayant pour poids
I’unité, nous avons

(16) Qpe, = e, =1 Qge, = 0

(15)

Les équations symboliqﬁes sont
Qsl =0 Qf + Bl Q"I

a7 '
o Q, = @ QO+ B0,
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Pour calculer les valeurs des inconnues ¢ et » en fonction des obser-
vations g,, &, nous devons résoudre les équations (15), ce qui nous donne
des relations de la forme

E=a,6 + bg

(18
(18) N=0q& + b &.

Cela étant, nous pouvons calculer les coefficients de poids Qgg’ an,
Q... des inconnues ¢, n en appliquant la méthode symbolique au systéme
(18). Etant donné que les systémes (15) et (17) ont exactement la méme
forme, nous pouvons nous dispenser de résoudre le systéme (15) et appli-
quer les opérations algébriques directement au systéme (17), ce qui-nous
conduit bien entendu au méme résultat. Nous avons, si 4 désigne le
déterminant du systéme,

"
(19) 4 = ;32=4%mf%&)
Q, B
1 & 1
(20) Q§ = Qea B, | = 7 (B, Qsl — By Qsz) :
: 1 ay Q{'Il 1
i Y| wo,| T d %%

d’ou nous tirons, en appliquant la multiplication symbolique,

1
Qg . Qg = fo = (8. Qa, — B Qsz)2

1 :
o= E (Bz2 Q€131 — 2 Bl 182 Q8182 + Blz Q828=)'

En tenant compte des équations (16), nous obtenons

A AR 3

Nous avons ensuite

1
Q= Q- Q= — (0 Q) — @ Q)

i ,
_ 2
= A2 (a'l Q8282 2 a; a Q81£2 + ay? Q3131)

. .
Oy = 7z (@’ + &?) = [O;]
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| 1
gy =0 0 = i B0 — B Q) (10— @ Q)

1 ;
= ‘-A—z {—azﬁz Qslgl — 181 QE282 + (!11 B2 + Lo P Bl) QEIEJ

Oy = ‘"‘%(alﬁl toagfy) = — [2}32].
Le résultat cherché est donc
P b
=1 & =af+h
=) et o ﬁzZ]M Qe = 5
Oy = — [Zﬁ]
Uny = [zc:]

En calculant par contre ces coefficients par la méthode classique,
nous avons les équations aux poids

I
=

laa) Qgg + [aBl Qg =1 laa] Qp, + [aB] Q) =

C0 ) (B g + BRI =0 (BIO, +IBBIQ,, — 1

et leur résolution nous donne

{ [aal 1881 — [aB] [oB1 | Qg¢ = (B8]
24) { [aal (881 — [aB] (81} Qg ——IB]
{ laal 1881 — [aB] [aB1} @, = [ac]
mais nous avons
[aa] [B8] — [aB] [0B] = (ar® +au®) (B® + fu?) — (as B + @ B)?
—al B + Bl — 2w B
= (@ fo— 0 B)? = 42

et nous retrouvons ainsi les formules (22).
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Probléme 2:

Considérons maintenant le systéme d’observations suivant:
p=1 81:a1f‘|‘ﬁ1"7:| n
p. =1 g =af+ By 5 -

En ce qui concerne les notations utilisées, voir [6] ou [7]. Il s’agit 14 d’un
probléeme d’observation de «variables secondaires». Les équations sym-
boliques sont de nouveau ‘

Qsl = aq Qf +Bl Q.q
Qezzafo—}*ﬁan-

(25)

(26)

L’opération ..... ] £ consiste en I’élimination de 5 entre les deux équa-
tions (25). Pour obtenir Qg nous devons procéder A cette méme opération

algébrique dans les équations (26), c’est-a-dire que nous devons éliminer
Q,q ce qui nous donne

‘ (a, 32 - 0-2)81) Qg = Bz Qel _"_ﬁl Q82

ou bien
(27) 4 Qg = Bz le - 181 ng-
En procédant i I'opération .... ]%, on observe de nouveau la variable

&, mais cefle nouvelle observation est indépendante des observations précé-
denles. Si Qsl' est le symbole de cette nouvelle observation, nous avons

Q Q
et nous obtenons 1’équation
(28) Qelr =a Qg T Bl Q"’).

Ainsi, les équations symboliques du groupe d’observations (25) de-
viennent

(27) ' 4 Qf ’ = B Q81 — B Q82
28) w Q + B Q) = Q-

A T'aide de ce systeme, nous pouvons maintenant calculer les coeffi-

cients de poids Q&, an, Qm’. Nous avons

A2 fo = (B, Qs1 — B, Q82)2
=B Q — 2B B Qy, TAQ,,
= ﬁzz + B]_z = [ﬁﬁ]

Qgg = 21; [BB].

=0

y = = 0
&'y £:1& Qa,,el’
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Cette valeur est 1a méme que pour le probléme (1). Ce résultat était du
reste facile 4 prévoir puisque ¢ a été obtenue moyennant élimination de
7. L’équation (28) nous donne

(29) B0, = Qg - Q¢
(30) B,? QT}T] = Q€1’31’ — 2 a Qslrg +, a,? Qgé

On voit facilement que Qel’f est nul. Nous aVons, en effet, en multipliant
(27) par Q ,

A0z - Qpr = 40y g = QO (B Qy — B Q) = O.
La formule (30) devient ainsi |

B Quy = Qg T oa* Qg = 14 o Qg

Gy = * Ol

En multipliant (27) par (28), nous trouvons

L5 AQgg + B 4 an_ = Qsl’ (B> Q81 — B ng) =0

ay ng = - Bl an

Ogy = Bl QOge:
Le résultat de ces calculs est donc
[r=1 €1=alf+ﬁl"fi]£n [BB]
P:=1 & = a6, ¢ + Bo1
- Bg, = — 5 g
4 = :g:lzaiﬁz—mzﬁl an=312 ngg}
Probléme 3:

Le groupe d’observations

pp=1 8130«16‘*‘)817]]
n

32 »
(32) P2 a, &€ - Bz\’?

I
I

1l &
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" qui a également été considéré dans [6] et [7], se traite. maintenant sans
aucune difficulté. Puisque nous déterminons £ en éliminant 7, nous avons
d’aprés (22)

_ [8B]
Cee = 1o
et pour des raisons de symétrie
_ [aa]
Yo =

En outre, le coefficient de corrélation Qg est nul du moment que les

deux inconnues sont déterminées indépendamment 1'une de I’autre. Ces
résultats se confirment du reste facilement par le calcul direct.

Le lecteur trouvera dans [7] un exemple numérique traitant les
trois groupes d’observations que nous venons de considérer. Des appli-
cations plus compliquées sont traitées dans [8].

Les quelques problémes simples que nous venons de considérer nous
ont permis de montrer que la méthode symbolique est excessivement
puissante et qu’elle peut, dans certains cas, faciliter considérablement
le calcul des coefficients de poids.
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