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Quelques caractéristiques
du Systéme de coordonnées Bonne

par A. Ansermel

Le systéme de coordonnées Bonne revét encore une certaine impor-
tance puisqu’il est a la base de la cartographie suisse. A cet effet les plans
d’ensemble sont en général munis d’un double quadrillage permettant
de transformer les coordonnées géodésiques en coordonnées cartogra-
phiques et réciproquement.

Ce calcul ne présente pas un intérét particulier tandis que I'étude
des déformations révéle certaines propriétés assez inattendues; c’est
ainsi que les formules qui donnent les réductions d’azimut en projection
conforme s’appliquent aux coordonnées Bonne du moins dans des
limites restreintes comme celles du territoire suisse.

On sait que dans un tel champ les déformations tant angulaires
que linéaires s’expriment en valeur absolue par un produit de la forme:

K - xy - f(A)
ol K est un coefficient et A I'azimut topographique (gisement) de la
direction considérée. La fonction f (A) est telle que
f(A) <1

Les hyperboles xy = const.
jouent donc le rdle d’isométres pour des valeurs déterminées de A. Ces
courbes servent 4 déterminer la position la plus favorable de l’origine
des coordonnées.
~ Quant a la courbure d’un c6té de triangulation elle est donnée par
la formule générale

dA
ds
les coefficients B, B, B; B, dépendant uniquement des coordonnées du
point considéré; 1’élément d’arc ds s’exprime par
dx  dy _dx

ds“sinA_cosA tgA"dy
Cette formule de la courbure est diie 4 C. M. Schols (Annales de I’Ecole
Polytechnique de Delft, 1886, p. 179-230); elle se simplifie pour les
coordonnées Bonne et devient '

dA
ds
en un point (xy), R désignant le rayon de la sphére. Le méridien central
est un axe de symétrie de la projection.
En coordonnées conformes et pour un champ restreint également
la courbure s’exprime par la formule

dA
ds

= B, sin* A + B, sin? A cos A + B; sin A cos? A + B, cos® A

= —;-2-- (y sin® A — x cos® A)

= % (B’y sin A — a’x cos A)
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ol G.’Zl%-n B;zl—;n ﬁ'——a'zn ar+B1;_1

(voir Revue suisse des mensurations, juillet 1937). On peut donc poser
B’ = sin? A o = cos? A doun = —cos 2 A

Pour le calcul de la courbure et des réductions d’azimut &, et 8, on peut
assimiler les coordonnées Bonne a des coordonnées conformes a@ paramétre

variable
n = —cos 2 A

A chaque valeur de A correspond une isometre

1
m—1 = R2 (ax® + By?)
. _1—n _1+4n B .,
ol a = g ,8_—4, ~a—__tgA

L’ensemble de ces courbes constitue un faisceau ponctuel circonscrit
a un carré dont les diagonales sont des directions d’altération linéaire
invariante (pour m donné).

La direction d’azimut A est elle-méme paralléle 4 une des diagonales
du rectangle construit sur les axes de I'isometre; en comparant 1'équa-
tion de cette courbe avec la forme classique

I
on a: a2=(m—1)R2 bzz(m%l)Rz
a B
@ _ B _ ., | _ o, a _ B
= = WA tg A = + 5 ==|/ L

Ces diagonales sont les diameétres conjugés égaux de l’'isometre; nous
verrons l'intérét de cette propriété.

Quant a la transformée plane de la géodésique elle s’incurve donc
comme indiqué ci-dessus, mais son allongement ne suit pas les lois de
la projection conforme. En premiére approximation elle est assimilable
a la parabole cubique utilisée pour les raccordements progressifs; ’origine
de cette parabole est un point de courbure nulle

dA
ds
Un tel point (x, y,) est déterminé par la condition

= 0

B y,sin A — o’ - xy-cos A = 0

Le lieu des points (x, y,) est une droite passant par 1’origine des coordon-
nées (pour A = const.).

La transformée plane de tout co6té du réseau issu d’un tel point
(o y,) est caractérisée par des réductions d’azimut 8, et 8, proportion-
nelles respectivement a la courbure au premier et au second tiers du
cOté; dans le cas particulier on a donc: |8, = |2 §,].
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Au point (x, y,) le co6té est normal a l'isométre de parameétre n =
— cos 2 A passant par ce point. On vérifie aisément que la condition:
By, sin A — a’xycos A = 0

a’ X,

ou tg A =
" Yo
caractérise bien la normale a la courbe

m— 1 x—}%(aaa2 + By?)
passant par (x, y,) puisque
2ardr + 2 Bydy = 0
dy _ a'x
dr  B'y,

La valeur de A dépend uniquement du rapport ? et réciproquement
0

et —

10

ce (ui était évident puisque les isometres de parametre n sont semblables
et sont coupées sous un angle constant par un vecteur issu de l'origine
des coordonnées.

Les valeurs intéressantes du parametre sont n = +1 (c6té paralléle
a l'un des axes de coordonnées) et surtout n = 0 (c6té parallele & 'une

des bissectrices des axes) car dans ces trois cas |8, | = | 3, |
5 dA
c’est-a-dire T = const.

En effet d’une part les formules pour 8, et 4, ne different que par
un terme de la forme K - n - sin A - cos A, ou K est un coefficient
(voir article déja cité R. S. M.) et d’autre part il n’y a pas de point

(x, yo) 2 courbure nulle a distance finie ce qui implique Cf{: = const.

pour la transformée plane.

Extrémums. Faisons varier I'azimut A en un point P, (xr,y,) et
annulons la premiére dérivée '

sin A - cos A (y,sin A 4+ x,cos A) = 0
les solutions sin A = 0 ou cos A = 0 correspondent aux valeurs
n = =41 du parametre.
La troisiéme solution (minimum)

y, sin A + x; cos A = 0

x dx
ou tg A = — =L = °°
B Us dy
est intéressante
 tgr 4 _ _ Sim*A B z?
tg* 4 = cos® A a y,>
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Or le rayon vecteur OP, issu de l'origine des coordonnées a pour azimut
1 p

X
tg A =
. Ui
2
d’olt tgA-tgA’=—_§—=__‘;2_

Les valeurs A et A’ définissent des directions conjuguées par rapport

a l'isomeétre
; 1
m— 1 = D (ax® + By?)

Ces directions sont paralléles aux diagonales du rectangle construit sur
les axes de I'isométre et on déduit des formules ci-dessus
A 4+ A" = 180°
La direction d’azimut topographique A est donc la tangente a l'iso-
métre en (z,y,). ' : '
Cette méme direction est de plus tangente a I’hyperbole

xy = &, 4,
xdy + ydx = 0
e _ _ x _ m
dy y Ys

Le point P, (x; y,) est donc le point de contact de l’'isometre et de
Phyperbole.

Parmi toutes les isométres passant par le point P, (x,y,) celle
gui est tangente a I’hyperbole en ce point a une surface minimum.
Cette propriété est facile a vérifier. Ces isometres passant par le point
P, (x, y,) engendrent un faisceau ponctuel mais a coefficient m variable
entre certaines limites (pour n = 41).

Dans cette direction pour laquelle

y, sin A 4+ x; cos A = 0
la courbure est donnée par 1’expression plus simple

dA _ Y e e L

s — R sin A = R cos A
Enfin pour une transformée plane telle que OP,; passant par l'origine
des coordonnées I’emploi de coordonnées polaires est indiqué

s. — N _ T
! cos A sin A
% = %‘2— (cos A sin® A — sin A cos® A)

=51 h.sin24 = 51 sin 44

2R 4R

Telles sont quelques déductions tirées du remarquable mémoire de
C. M. Schols de 1886; elles méritaient semble-t-il de faire I’objet d’une
note succincte pour notre organe professionnel.
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