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Eine einfache Herleitung der Flichenverzerrung,
des Vergrofierungsverhiltnisses und der Azimutreduktionen bei
der winkeltreuen Zylinderprojektion.

Von F. Kobold, Dipl.-Ing., Bern.

Das Projektionssystem der schweizerischen Landesvermessung be-
steht bekanntlich darin, da3 die auf dem Ellipsoid gemessenen Gréf3en
winkeltreu auf eine Kugel und von dieser wiederum winkeltreu auf
einen diese beriihrenden Zylinder abgebildet werden. Die Herleitung
der Formeln fiir die Ubertragung vom Sphiroid auf die Kugel ist in
ihrer klassischen, auf Gaufl zuriickgehenden Form in die Handbiicher
der Vermessungskunde iibergegangen!. Dagegen sind zur Herleitung
der Formeln, die von der Abbildung auf der Kugel zur Abbildung auf
dem Zylinder fithren, was uns im folgenden allein beschiftigt, ver-
schiedene Wege moglich.

Bekanntlich ersetzen wir die Abbildung der geoditischen Linie auf
der Kugel durch den GrofBkreis, um mit sphérischen Formeln rechnen
zu konnen, und analog benutzen wir als Abbildung dieses Grof3kreises
auf dem abgewickelten Zylindermantel die Gerade zwischen den zwei
projizierten Endpunkten, damit wir alle Probleme als ebene behandeln
konnen,

Durch die Projektion und durch die Verwendung der Geraden an
Stelle der GroBkreisbilder entstehen Verzerrungen an der LiAnge des
Bogenstiickes und an den Winkeln zwischen Groflkreis und Meridian
(sogenannte Azimutreduktionen). Auflerdem treten Verzerrungen an
durch Grof3kreise begrenzten Fliachen auf, wobei es zur Erfassung einer
beliebigen Verzerrung geniigt, diejenige eines sogenannten Kugel-
trapezes zu kennen. Jordan und Rosenmund geben keine Anhaltspunkte
fiir die Flachenverzerrung des Trapezes. Die Herleitungen fiir die Lingen-
verzerrungen und Azimutreduktionen gehen bei Jordan von den Dif-
ferentialformeln fiir die abgebildete Linie aus, wihrend Rosenmund,
in Anlehnung an Schreiber (Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 1899)
alle Formeln streng aus dem sphirischen Dreieck herleitet. Die Ent-
wicklungen beider Autoren sind jedoch sehr langwierig.

Die hier gezeigte Entwicklung geht ebenfalls vom sphirischen
Dreieck aus, benutzt aber andere Formeln als Rosenmund. Diese erlau-
ben, hohere Glieder, die Rosenmund beriicksichtigt, von Anfang an
wegzulassen, weil sich leicht zeigen l46t, dafl sie auf die Endformein
ohne jeden Einflufl sind. Dadurch werden alle Herleitungen wesentlich
kiirzer. '

1 Jordan-Eggert, IIL. Band; speziell fir das Projektionssystem der Schweiz:
Rosenmund : Die Anderung des Projektionssystems der schweizerischen Landes-
vermessung, 1903. '



In der folgenden Herleitung wird vom sphiérischen Dreieck P,P,M
(s. Figur), gebildet durch ein Groflkreisbogenstiick s und die durch
dessen Endpunkte, normal zum Beriihrungskreis k gelegten GroBkreise,
ausgegangen. Die Grolkreisstiicke AP; und BP, haben die GréBen b,
und b, (Breiten); ihre Winkel mit dem GroBkreis P,P, seien a, und a,;
der Langenunterschied auf dem Grof8kreis k sei 4A (Linge). In dem
sphirischen Dreieck sind fiir unsere Untersuchung daher b,, b, und 4A
als bekannt vorauszusetzen. Aus ihnen lassen sich die gesuchten Groflen
(spharischer Exzefl ¢, GroBkreisbogenlinge s, Azimute in P, und P,)
nach dem Formeln der sphérischen Trigonometrie bestimmen, wobei
sich die Halbwinkelsitze am besten eignen. Da Breiten und Léngen
kleine Grollen sind, diirfen ihre Funktionen in Reihen entwickelt wer-
den. In den so erhaltenen Formeln werden die Kugelkoordinaten durch
Projektionskoordinaten ersetzt, entsprechend den Gesetzen der winkel-
treuen Zylinderprojektion, nédmlich



A =y, —y, = 4y

Durch geeignete Zusammenfassung der Ausdriicke 148t sich errei-
chen, dal} die entstehenden Hauptglieder eine geometrische Bedeutung
in der ebenen Projektion erhalten, so dal die {ibrig bleibenden kleinen
Glieder als Projektionsverzerrungen anzusprechen sind.

Dies ist der Gedanke der nun folgenden ’Untersuchungen.

1. Die Fldchenverzerrung des Kugelirapezes ABP,P,.

Fithrt man in der Figur die HilfsgréBen B, y, 8’ und y’ ein, und
bezeichnet man mit & den sphirischen Exzef3 des Kugeltrapezes ABP, P,,
so wird

(a) B+ 9y =2R+ ¢ und daraus
(b) e =2R— B+ 9y oder
(c) E = 4 — Oy

Der sphiarische Exzel} des Kugeltrapezes ist also gleich der Differenz
der Azimute in den Punkten P, und P,. Bildet man jetzt zur Berechnung
von ¢ auf Grund der Gleichung (b) '

cOS A cos (B0 = B} == (0 — By)

tg B+ vy _ 2 2
2 . dA (90 — b,) + (90 — b))
sin = - - coS
2 2
und setzt
B4y _ £
tg 5 =cte

so gilt in aller Strenge fiir den spharischen Exze(3 des Kugeltrapezes

sin 4a sin b + by
tg & = 2 2 1)
2 cosﬂ . cos b0 -
2 2

Da 4X und b kleine Groflen sind, darf dieser Ausdruck bei gliedweiser
Entwicklung in Reihen geschrieben werden

(A2 _ A2\ (b + b (5t b
(:9_)3 _ A2 48) ( 2 4§ )
Atk Pl S
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oder durch Ausmultiplizieren der Glieder auf der rechten Seite

1 3 A 4A 4x3
5+ (5) = F Ot b)— g (4B b, BB b2 bt b9 — g (ba+ B)

Z”‘(-31; 343b,b%+3b,2b,~3b 3)+ (b2+ b,)

3 . .
£ +%(§) =”A23‘\(b2+b1)+%(b23#3b1b *—3b,by+ by “'HAA (b, +b,) (2)

Das Glied mit (—;:

Ordnung fiihren; es kann daher vernachléassigt werden. Setzt man nun
in (2) an Stelle der sphirischen die Projektionskoordinaten, so wird

g :
) wiirde auf der rechten Seite zu Ausdriicken sechster

_ y s__3 3r a2 4 gy AV
£ = ($2+x1)+ (x2 x, 52 2, 4,% + ,%) + 4(x2+$1)

+ 882z —2a
4 4 aat | 4y? |
e = Yamta)—aL@+mp S @+ (3)

Dies ist der endgiiltige Wert fiir den sphirischen Exze} des Kugel-
trapezes, oder auch — wie bereits gesagt — die Différenz der Azimute
in P, und P,.

Bekanntlich ist der sphirische Exzel} der Fliacheninhalt des Tra-
pezes selbst, Da aber das erste Glied in (3) nichts anderes als den Flichen-
inhalt des ebenen Trapezes darstellt, bilden die zwei letzten Glieder
die Flichenverzerrung. Auf dem Wege iiber die Azimutreduktionen hat
in dieser Zeitschrift Herr Kantonsgeometer Leemann dieselbe Formel
hergeleitet (Jahrgang 1934) und ich habe sie spidter durch unmittel-
bare Integration bestitigt.

2. Das Vergroflerungsverhdltnis der Seite s.
Aus demselben sphirischen Dreieck folgt

A A cos (90 — b,) — (90 — b,)

CcoS ——
coSs LI — 2 oder
: 2 7 | . B+

sin ——-%
2
CO0S —(— +» CO§ ————=
cos = 2 2 (4)
2 £
COS —

2




— 1P ==

Fur kleines s, 42 und b ergibt die Reihenentwicklung bis zu Gliedern
vierter Ordnung

A Ax (b, — by)? (b — by)*
¢ st (1* "‘8‘+16-24) (1— 8 T 16-24

16 - 24 LA

) (4a)

worin cos ¢ aus (3) gebildet wurde. Um auf der linken Seite nur den

Ausdruck
1 — B
zu behalten, wird

= (8% ~ [4A* + (b, — b)*®

entsprechend der Gleichung (4) gesetzt und von der rechten Seite sub-
trahiert, so dal}

st (b—b)?  (by—b)t AN ax |, ax
I=g=1— "% Tig.or g 7T 64(b b 1g 04T 32 (b b
 (by—by)? A% e AN
t6-21 193 16 a1
s = —(B—by? — X A by A% Gt by
[(5)

wird. Ersetzt man hier die » und 4A durch die Projektionskoordinaten,
so entsteht

. L 4B wdER BES Ay?
— 8= (0 — 1)+ — o ——  — *_“Ayz+_1§(x12 —2X,X, + X%

t Ay Bz 2+ 622, +32,%)

(&

—§T= — (1, — X)) — Ay 2) (:[‘12+I1t2—|—192)-|— ------ (xl + 1% + X,

Damit ist die Lange des GroGkreisbogens durch die Projektionskoordina-
ten ausgedriickt. Man erkennt nun ohne weiteres, dal die zwei ersten
Glieder der rechten Seite nichts anderes als das Quadrat der projizierten
Léange bedeuten. Bezeichnet man diese mit s, so wird

s’2

— §* = — (1 + &, 2, + 2,%)
2 2
oder i — 1A 11612 R (6)
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Diese Formel gibt das VergrﬁBerungsverhﬁlthis in natiirlichen
Zahlen. Meistens wird es in logarithmischer Form dargestellt (Jordan
III und Rosenmund). Die Herleitung in diesen Werken beriicksichtigt
auch Glieder vierter Ordnung. In den Schlufliformeln mufl allerdings

s .
o mitgenommen

werden. Auch dieses diirfte fiir die Ausdehnung des Schweizerischen
Koordinatennetzes ohne weiteres vernachlissigt werden; macht es
doch fir Punkte weit aullerhalb der Landesgrenzen [(x;, + x,) =
300 km] nicht einmal 0.1 Einheiten der siebenten Mantissenstelle aus,
die bekanntlich als letzte mitzufithrende Ziffer gilt. Die Formel (6)
ist demnach fir alle praktisch auftretenden Seitenldngen genau genug.

nur noch eines dieser Glieder zur Berechnung wvon

3. Die Azimutreduktlionen.

In (3) ist der Ausdruck fiir @, — a, bereits gebildet; in ganz
analoger Weise wird zunichst eine Formel fiir
tg (a; + a)

gesucht. Aus dem sphirischen Dreieck folgt

Ax (90 — b) — (90 — by

tg B — _ COSs —2_‘ - 8 5
2 sifi 4 o (90 — by) + (90 — b,)
2 2
worin B—y _ata = ist, so daf
2 2 2 ’
tg_figg;zi_ —ctg L@
wird. Daraus folgt
sin ax cos b, + b
t al + 2 __ 2 2 (7)
i 2 - com 22 5 iy o i,
2 2

Diese Formel ist in aller Strenge richtig; ersetzt man wieder die Funk-
tionen der kleinen Winkel durch Reihen, so wird

(by +by)2  AX | (b + by)*

. al—l—az__AA(l— 8 —24+16-24)
8~ =2 = A% (b,— b))
(8 — b (1 — S — )

oder in Projektionskoordinaten ausgedriickt
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(1 o+ 2x 2, + 3,8 Ay + (% +x2))

tda1+a2_dy. 8 24
° 2 - dx 1 — x? 4 21y xzz) 1 — Ayz__x12+2x1x2—|- xza)
6 8 24 :
Die Multiplikation der Klammerausdriicke im Nenner ergibt
Ay? s 2 s i, i
V=g = o1 712" —ar
. S . R
6 6
1 Ay 5z xmax, Sy
8 24 12 24

und daraus folgt fir

qta_ Ay P mx, x, Ayt S5xd | xyx, | Sl Ay)
(8) tg— A:L(—S 1 8 24724 T12 TTag TR
4y iy, o %5 Ayz)
= Ax (1+““_ 6 T12 T iz
Damit ist ein Ausdruck fur
a + a
tg 1 2 2
gefunden; nicht aber fiir
a + a,
2 b4
das allein sich mit
a, — a,
2

vergleichen 1i63t, um die Azimute a; und a, zu bestimmen. Nun bedeutet

aber in (8) ﬁg nichts anderes als das ebene Azimut, das gegeniiber dem

mittlern & gfa@ nur geringe Abweichungen aufweisen wird. Es darf
daher gesetzt werden
Sorg® Ay - al + a, . ’ Aa
g = Ax g~ =8B+ oy =)

wo Ada die Differenz zwischen 1% (aq, + a,) und a’ bedeutet. Damit
wird

_4dy sz x,* 12
Az ('12

Ay) dy Adx* s?  Adx-dy
Ax

dr  s7 T 120 12 ()



N | AL,
Setzt man nun (3), (82a) und (9) zusammen, so wird

a, - a T ‘ 1 | 1
2—2'—1= T(yz — ) (T, + y) ”E(Uz“yl) (2 +2y)? +Z—8—(y2~y1)3(xz+.r1)

a, + a s. 1 L
%—_—a +1—2"(yz—yl) (25— xy)

1 L 1 - 1 .
q-a = _‘4_(92“ ) (25 +xy)+ “ﬁ(yz“!h) (x, —‘:1:1) “*‘K(yz“!h) (T +x,)3

(10)

2

4
>
I

1 1 1
*4—(!]2 —Yy) (2 +23)+ ﬁ(y2"y1) (- xl)__4_8— Yo~y ) (o +x,)?

Diese Ausdriicke fiir die Azimutreduktionen stehen in vollstindiger
Ubereinstimmung mit den von Jordan III und Rosenmund gegebenen
Formeln.

Lehrlingspriifung 1940.

Vermessungslehrlinge, deren Lehrzeit beendet ist, oder in der
ersten Hilfte des Jahres 1940 zu Ende geht, werden darauf aufmerk-
sam gemacht, dafl im April 1940 in: Ziirich eine Lehrlingspriifung statt-
finden wird. Fiir die im Kanton Ziirich wohnhaften Lehrlinge ist sie
obligatorisch. Lehrlinge aus anderen Kantonen kénnen an der Priifung
ebenfalls teilnehmen, sofern sie die Kurse fiir Vermessungslehrlinge in
Zirich besucht haben; die Priiffungskosten fiir diese betragen zirka
Fr. 15.—, welche anldBlich der Priifung zu entrichten sind. :

Samtliche Kandidaten haben sich bei ihrer zustidndigen kantonalen
Priifungsstelle zur interkantonalen Lehrlingspriiffung fiir Vermessungs-
techniker in Ziirich anzumelden mit dem Ersuchen, die Anmeldung
mit den Priifungsakten an die Abteilung fiir Gewerbewesen der Volks--
wirtschaftsdirektion Ziirich weiterzuleiten.

Die Anmeldungen haben bis spitestens 31. Januar 1940 zu erfolgen.
Ziirich, den 28. Dezember 1939.

Geomelerverein Ziirich-Schaffhausen:
Der Prisident: L. Vogel.

Kleine Mitteilung.

Hochschulnachrichten. Eidg. Technische Hochschule, Ziirich.

Herr Dipl.-Ing. E. Ramser, Adjunkt des Eidg. Meliorationsamtes,
Bern, hat fiir das Wintersemester 1939/40 vom Schweiz. Schulrat
einen Lehrauftrag fiir die folgenden Fécher erhalten: Alpwirtschaft
1 Stunde, Kulturtechnische Alpverbesserungen 1 Stunde, Landwirt-
schaftliches Meliorationswesen 2 Stunden und Organisation und Durch-
fithrung der Meliorationen 1 Stunde. Die einstiindigen Ficher werden
an der Abt. VIII fir Kulturingenieur- und Vermessungswesen, die
zweistiindige Vorlesung an der Abt. VII fiir Landwirtschaft gehalten.
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