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Schnittpunkt zweier Geraden.

Von 8. Bertschmann,

Das Problem des Schnittpunktes zweier durch je zwei Koordinaten-
paare gegebener Geraden ist mathematisch sehr einfacher Natur.
Und dennoch ist es in der Vermessungsliteratur vielfach behandelt
worden im Suchen nach einer moéglichst bequemen Rechnungsform
fiir verschiedene Rechenhilfsmittel. Dabei finden sich Hinweise darauf,
daB der Rechnungsgang nach der hergeleiteten Formel rascher zum
Ziele fithre als derjenige nach anderen Formeln, ohne dal3 aber eine
Vergleichsbasis gegeben wird. Das ist auch nicht so einfach, wie es auf
den ersten Blick erscheinen mag. Denn fiir den Entscheid, welcher
Formel wir den Vorzug geben sollen, sind verschiedene Faktoren maB-
gebend. Neben dem Zeitaufwand fiir die verschiedenen Rechnungs-
operationen ist in Beriicksichtigung zu ziehen, ob die Formel sich ohne
besondere Gedichtnishilfen anwenden 148t und weiter, ob die Kontrolle
der Rechnung leicht durchzufithren ist. Zur Ermittlung des Zeitauf-
wandes ist es notwendig, fiir jedes Rechenhilfsmittel eine Analyse der
Formel nach ihren einzelnen Rechenoperationen und ihres Zeitver-
brauches, gleichsam eine Punktierung vorzunehmen. Das gleiche gilt
fir die Kontrollrechnung; wihrend die Beurteilung, ob eine Formel
leicht anwendbar ist, schon subjektiverer Natur ist. Wenn im folgenden
eine neue Berechnungsart fiir Maschinenrechnen entwickelt wird, so
sollen auch noch Vergleichsgrundlagen gegeben werden. Angeregt
wurde die kleine Arbeit durch eine Abhandlung von Katasterdirektor
Mittelstaedt in der deutschen Zeitschrift fiir Vermessungswesen 1931.
Der dort entwickelte Gedankengang wird weitergefithrt und gezeigt,
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daB3 ohne den Umweg iiber s, und s, und das Einrechnen von Punkten
in eine Gerade die Koordinaten des Schnittpunktes S direkt aus Flichen-

proportionen erhalten werden koénnen.

Fig. 1.

Verbindet man die gegebenen Koordinatenpunkte der beiden sich

schneidenden Geraden AB und CD, so entsteht ein Viereck, in welchem
die Geraden Diagonalen sind und dessen doppelte Fliche F sei. Die
Diagonalen sind gemeinschaftliche Grundlinien je zweier Dreiecke,
deren doppelte Fliche nach dem dritten sie bestimmenden Punkt mit
F¢, Fp bzw. F4, Fpbezeichnet seien. Aus der Figur 1 lassen sich als-

dann folgende Beziehungen herleiten:

Fa _ha_ s Wi A%
FB hB -8y Ayg Ax?
4y8 = Ay? — AyS; AxP = AP — AxS

Aus (1) und (2) folgt:

Fq 4y3 B Az3
5 - B __ S B ___ S
Fg 4y dy3 Ax? Az
F4 Fu
A S = s ¥ A B e A B
yA FA = FB yA F yA
Fu Fu
S = _ B . & B
AxA = Fi 1 Fp . Aa:A = == AxA
ys = Ya + dy§ xs = x4 + 42§

(1)

(2)

und

(3)
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Analog finden wir, wenn von Punkt B aus operiert werden will:

Fy F
Ayg = ?B - dy4 dzg = ﬁﬁ% dx4 (4)

wobei die Kontrolle nach (2) besteht. Wird von der Diagonale AB als
Dreiecksbasis ausgegangen, so- finden wir

F¢ e

S — D ooy S D

Ayc = —IF— . AyC A.‘L’C = -"‘I-?— Axc (5)
_ Fp ' Fp

Die Formeln (4) bis (6) liefern Rechenproben im Ubermag.

Die iibliche, auf analytischém Wege unter Beniitzung der Rich-
tungskoeffizienten der sich schneidenden Geraden hergeleitete Formel
146t sich durch entsprechende Gruppierung der Produkte und Quo-
tienten leicht in die vorstehend hergeleiteten Formeln iiberfiihren.

Es handelt sich bei den neuen Formeln hauptsichlich um die
Berechnung des Flicheninhaltes von Dreiecken und Vierecken aus
den Koordinaten der Eckpunkte. Wer selten Schnittpunkte zu rechnen
hat, wird die Flichen am zweckmaiafligsten nach den ihm geldufigen
Gauf3’schen Flichenformeln: doppelte Fliche -

F = + 2y, Tn+1 — Tpn—1) = 2z, Wn+1 — Yn—1)

ermitteln. Rascher fithrt der Rechnungsansatz in Determinantenform
zum Ziele, weil er in nur zwei Glieder umgesetzt werden kann. Es 1ai3t
sich leicht aus der Gaul¥’schen Flichenformel herleiten, dafl fiir den
Spezialfall des Vierecks die Formel fiir den doppelten Flicheninhalt
ohne Riicksicht auf das Vorzeichen iibergeht in

F = (yp — ya) (@p — x¢) — (*p — z4) (Yp — Yo)

oder, in Determinantenform geschrieben

WY — ya) Wb — Yo)
(xp — x4) (xp — 2¢)

F:

Fiir das Dreieck beispielsweise F¢ ist der doppelte Fliacheninhalt

(¢ — ya) (¢ — x4)

F¢ =
(yp — Uc) (xp — x¢)

Es sind diejenigen Formen der Determinanten gewihlt, welche
sich leicht aus der Anschrift der die Geraden bestimmenden Koordina-
ten und in Anlehnung an die iibliche Rechenpraxis, d. h. die Bildung
der Koordinatendifferenzen von P,—P, ergeben. AuBler dem in Figur 1
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dargestellten Fall sind noch weitere Schnittmoglichkeiten zu beriick-
sichtigen; es lilt sich aber leicht zeigen, dall die angegebenen Formeln
allgemeine Gililtigkeit haben. Ebenso lassen sich die Aufgaben, vom

Punkt B eine Senkrechte auf A“E zu fallen oder durch B eine Parallele

zu AC zu legen und diese beispielsweise mit DC zum Schnitt zu bringen,
leicht losen. ;

Numerische Beispiele.

Folgendes Rechenschema prégt sich leicht ein und liefert unmittel-
bar die Determinanten fiir die Flachen. Die Punktfolge im Koordinaten-
verzeichnis ergibt sich aus der Anschrift der Schnittgeraden, indem
zuerst die erste und anschlieend die zweite Kolonne hingeschrieben
werden. Beim ersten Beispiel wird der Rechnungsgang ausfiithrlich dar-
gestellt, bei den folgenden Beispielen wird die besondere Anschrift der
Determinanten unterlassen, da sie direkt aus dem Koordinatenschema
in die Rechenmaschine genommen werden konnen. Auch werden die
Rechenoperationen auf das Notwendige beschrinkt.
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6 K2 Le] lee] Jen
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Fig. 2.
Schnitt AC
mit BD y 4y dx x
A + 2 (yp — Yya) (xB — x4) + 2
(yc — ya) + 4 + 10 (xg — x4)
B + 10 4+ 6 (Yo — Ym) (¢ — zR) + 12 + 7
(Yp — YB) + 6 —3 (xp — xB)
C -+ 8 +12 (yp — Yeo) (xzp — ) + 9 —7
+2 4
D +14  (Ya —yp) (x4 —2P) + 5
—12 —3
A + 2 + 2
Kontrolle + 12 +10

—12 : —10



Es ist:

Fp — (B
(¢ — yB) (x¢ —
(Ip — yo) (xp —
Fp =
(ya — Up) (x4
— ya) (xr¢ —
P (e A
(yp — ym) (xp
& — x S
By - ym Yya).(xB
(ya — UYp) (xa
e i
Fo — (Yc uyB) (x¢
(yp — yc) (xp
Fq + Fc = F =
Fg + Fp = F
Fa o ~—108
Wa=F A= a6
Fu —-108
& TA yem - .
AJLA a AxA 198 +
Probe
Fg —72
. A _— —_—
dyp= "1 - 4vp 126
Fg 72
s_1B Dp_ _—'%,
Arvg=-p - 4rp= 55
K F
Probe fir ?A und -}%P-:
Schnitt BA
mit CD y
B + 6
o 112
A 42 4 2
D +14

— Ya) (xp —

x4) + 4 +10
zg) +6 — 3
xc) + 2 — 47
.’L‘D) —12 —
)| |10 4+ 7
xg) + 8 — 7
24) —12 — 3
ip) + 4 410
;) +6 —3
xc) +2 —4
—108 — 18 = —126

72 — 514 = —126

7=+46.0

Fu

-

—7=—4.0 ‘zg
F
F F
+6 —3
—10 —7
+12 43

F = +36

-+10=+86 y, =y, +d4ys =

=—12—(160) =~ 72
—— 6—(+48)=— 54
=—T70~(+ 56) =-126
=-120—(-12) = -108

= 24-(~ G)=— 18

+2+8.6=+10.6

_ S_ _
lﬁxA+Aa:A— +2+6.0=+ 8.0

+8=+4.6 ySI:yB+Ay§= +6+4.6=+10.6

_ S _ _ _
_;cB+Awa+12~4.O_ + 8.0

X
+12
49 =40
$ 8 =i
+ 5
Fia = +54
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—72
Ays, = +12 + —= - + 2 = 412 — 4 = + 8
Uss -+ -+ 36 + +. -+
—72 o
Kontrolle:
+54 ,
A = e AW 4 = 2 = 8
use = + 2+ g5 +2 4+ 6 = +
+54
Axg, = — . 410 = 2 15 = 17
s = + 24+ ot +2 + 1

Bei Verwendung der Rechenmaschine ,,Madas, Triplex Vollauto-
mat, Modell 20 AT 148t sich die Schnittpunktberechnung, nachdem
die Koordinatendifferenzen gebildet sind, bis zu den Endkoordinaten-
werten von S durchfithren, ohne daf3 ein Zwischenresultat aufnotiert
werden mull. Der Rechnungsgang ist dabei folgender: F bilden mit
gleichgeschaltetemn Resultat- und Speicherwerk, Hebel Y auf 1 4 IV.
F in IV belassen, Hebel Y auf I, Resultat in I léschen und F bilden.
F¢ in Tastatur einstellen, I léschen und mit Taste Z wieder in I er-
scheinen lassen. Aus IV F in Tastatur einstellen und automatische
Division ausfithren. Resultat in Tastatur nehmen, in Multiplikator-
reihe transferieren und mit Knopf H festhalten. yc-Koordinate mit
Nippel in I einstellen, Differenz yp—yc in Tastatur einstellen und
Multiplikation ausfiihren; Resultat yg aufnotieren. I ldschen, xq-Ko-
ordinate mit Nippel in I einstellen, Differenz xp—ax¢ in Tastatur ein-
stellen und Multiplikation ausfithren; Resultat xg aufnotieren.

Fir die Bewertung des Zeitaufwandes fiir die einzelnen Rechen-
operationen sind folgende Punktzahlen festgestellt worden:

1. Einstellen einer bHstelligen Zahl im Resultatwerk mit Nippel 12 P
2. Einstellen einer bstelligen Zahl im Tastaturwerk . . . . . 7 P
3. Einstellen einer 5stelligen Zahl im Kontrollwerk . . . . . 12 P.
4. Multiplikation zweier 5stelliger Zahlen, Einstellen inbegriffen 17 P.
5. Division zweier 5stelliger Zahlen, Einstellen inbegriffen . . 26 P
6. Bildung der Koordinatendifferenzen mit der Maschine und
Resultatnotierung . . . . . 24 P
7. Bildung der Koordmatendlfferenzen durch Kopfrechnen und
Resultatnotierung . . . . . Sk momomomom o s ox o L
8. Aufnotieren einer Hstelligen Zahl i v o8 omomo® R ® & sz s ‘9 B
9, Aufnotieren einer 10stelligen Zahl . . . . . . . . . . . . 16 P.

An Hand dieser Punktzahlen erkennen. wir, da3 die Kontroll-
rechnung fiir die Schnittpunktkoordinaten zweckmilligerweise nicht
iiber eine zweite Flidchenproportion ausgefithrt wird. Es ist vorteil-
hafter, die aus der ersten Flidchenproportion erhaltenen Koordinaten
fir S im Rechenschema aufzuschreiben, beispielsweise:



A | A

: " (Ye-Ya '(Xc-_X_A_)__j(
C (ve-ya . < ;(_ "y c.-’(XB-XA)
B  Opb-Yeh 3_8____8_. NG e XoXe)
D (¥s-¥h o -+ Xp A Xs- Xs)
S - s

Js Xs

Ys= Ye+E (¥o-Y¢) Xs=Xe+=(Xo-Xc)
3 Kontrolle: Fs=0 '-?( o

und ys — yp und g — xpg zu bilden. Fg ist alsdann
(Yp — Ya) (xp — T4)
(Ys — yp) (rs — Zp)

bei fehlerfreier Bestimmung von ys und zs. Fg wird wegen der Auf-
oder Abrundungsfehler in yg und xg nicht genau Null werden; die zu
tolerierende Abweichung 1463t sich aber leicht abschidtzen durch iiber-
schldgige Multiplikation der Summe (yp — y4) + (xp — x4) mit dem
maximalen Auf- oder Abrundungsfehler.

Es sei noch kurz auf die Aufgabe zuriickgekommen, vom Punkt B

eine Senkrechte auf AC zu fillen. Die Koordinatenpaare werden in
nachstehender Reihenfolge hmgeschrleben und die Koordinaten-
differenzen gebildet:

= 0

y x
A + 2 + 2
44 +10
B 410 + 6 : 412 +7
: +6 — 3 '

(0f - +12 , bre, 4+ 9

Die Koordinaten von D’, eines ebenfalls auf der Senkrechten lie-
genden Punktes, werden erhalten durch Addition von
yp + (k¢ — x4) = + 6 + 7 = +13 = yp’ und ,
rg — (Yo — Ya) = +12 —10 = + 2 = zp’ oder auch

Up' = yp — (¢ — z4), zp’ = B + (Yo — Ya)

Soll durch B eine Parallele zu AC gelegt werden und diese mit
einer weiteren ‘Geraden zum Schnitt gebracht Werden, so bildet man
die Koordinaten von D" ' :

yp” = yp + (¢ — ya) In beideh Ausdriicken ist das Zeichen -

”

xp = xg 4+ (x¢ — T4) oder dann — anzuwenden.
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