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L’emploi en géodésie
de coordonnées polaires conformes.

Par A. Ansermet.

Dans la Revue technique suisse des mensurations de juillet 1937
il était fait allusion sous le titre « Les bases géodésique de la mensura-
~ tion suisse » aux avantages que pouvait présenter la substitution de
coordonnées polaires aux coordonnées rectangulaires. On sait en effet
que les formules de transformation des coordonnées pour passer du
sphéroide ou de la sphere au plan sont assez touffues et se prétent mal
a une étude comparative des divers systemes. Il en va tout autrement
en coordonnées polaires comme on va ['établir.

Faisons abstraction tout d’abord de l'aplatissement du sphéroide
moyennant projection préalable de cette surface sur une sphére sui-
vant le mode généralement appliqué en géodésie; les deux cones respec-
tivement tangents suivant le parallele central de chaque surface ont
leur apothémes égaux. Le role de ’aplatissement sera élucidé plus loin.

Considérons sur la sphere un point quelconque de coordonnées
(¢, A); les formules de transformation pour tous les systémes conformes
comprennent les termes:

: Az
Z do + 5 - sin @ cos @y + % (de)®

R
+ de - A2 (Coszﬁ—mcos2 %)—l—
. 2
%_: )\-cosgoo—)\-dgo-sin%—)—é—(g—@—- cos ¢, (2 a — 1)
3
+”g* cos @, (2‘%%_ a * cos? gao) + ...

ou A et d¢ sont exprimés en radians. R est le rayon de la sphére. Le
méridien central A = 0 est un axe de symétrie; ¢, est la latitude de
Porigine (¢ = ¢, + 4d¢). :
Le parametre a qui définit le mode de projection est compris entre
0 et —;4; on lui substitue aussi le parameétre n compris entre —1 et +1:
1—n
4

L’interprétation des formules ci-dessus lorsque a varie n’est pas
trés aisée; en coordonnées polaires il en est tout autrement. Appli-
quons a cet effet les formules ¢établies dans 'article déja mentionnée
(Revue des mensurations, juillet 1937). Considérons (voir figure) la
géodésique o issue de l'origine; a, et a, sont les azimuts respectivement

en O et en P. L’arc de grand cercle ¢ se projette suivant 1’arc OP de

longueur s. Pour le calcul des déformations et des réductions on peut
assimiler la transformée s 4 sa corde s” et inversément car 1’écart (s — s")

a =
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est de l'ordre R Désignons enfin par p la convergence du méridien en P

et par §, et &, les réductions d’azimut. La déformation linéaire s’exprime
par:

" .
mwl:rm((l—n)xz—k(l—{—n)yz)f----“
== 8,2 . 2 L
= g (0= cost 4 4 (0 + ) sine 4)
Pat 1= 51— 2 A
d’ou m — :4R2( n - cos )

valeur principale pour (m — 1) en fonction des coordonnées polaires
du point P; on en déduit

'3
7 S

S——G:ﬂRé(l—“*n'COSQA)

Quant aux réductions 38, et 3, nous connaissons également leurs
valeurs principales; en faisant abstraction des signes on peut écrire:

g n 52 ' ;
81+82:mn-smA-cosA—mn-sulQA (radians)
5 - : 5.7 5 .
1*i—2-—R2n-SIn2A ou 0, = 5 P - n-sin 2 A.
Pour n = 0 (proj. stéréographique) on a rigoureusement
S = S’ 81 - 82 == 0
Désignons par P, le point défini par cette valeur n = 0,
par P, le point caractérisé par la valeur n = +1
et par P, le point caractérisé par la valeurn = —1,

cette dernic¢re valeur a ¢été adoptée pour la mensuration suisse (a = 0,5).
Ces formules permettent de calculer tres facilement les coordonnées
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polaires du point P lorsque le paramétre n varie. Le point P, est choisi
comme point de référence; ses coordonnées sont donc:

Ay = a4 (0, = 0)

Pour une valeur n quelconque il suffit de calculer les appoints a
ajouter aux coordonnées de P,

o ?
Sg =5 &y

’ 59"
3023020‘»‘% (n = 0)

Les coordonnées polaires s’écriront donc

/3
g o= & ﬁéﬁn-cos‘?A
"
A = A"_l_zﬁé p’’+n -sin 2 A

L’appoint linéaire se mesure suivant OP,; l'appoint angulaire
se traduit par un déplacement du point perpendiculairement a4 OP,
d’une quantité donnée par
8’3

TR

s2 ,

_ifzfﬁz,.n-sinZA-s: - sin2 A

On a ainsi deux composantes normales dont la résultante est

/3 /
1—:—25—1—{—2 nysin+-2 A + cos224 = + n- 128;2

Le gisement de cette résultante par rapport a OP, est égal a 2 A
ou 180° + 2 A. Cette résultante est le vecteur P,P joignant le point
P, (n = 0) au point P cherché. Son calcul est facile, analytique ou
méme graphique au moyen d’une épure tracée dont le voisinage du
point P,.

En d’autres termes lorsque le parametre n définissant la pro-
jection conforme varie entre ses limites (-+1), le point P parcourt le
segment P; P,” dont P, est le milieu; ce déplacement linéaire est indé-
pendant du gisement A.

Lorsque le wvecteur OP, tourne autour de O, le segment P, P,’
tourne avec une vitesse double autour de P,. Le gisement de ce seg-
ment est égal a 2 A par rapport a OFP, et a 3 A par rapport a Ox.

Cas particuliers: A = 30° ou 60° P, P,” est parallele a I'un des
axes de coordonnées

A = 45° 2 A = 800

P, P,” est normal & OP,; cette proprié¢té pouvait s’énoncer a priori
puisque les bissectrices des axes sont des directions d’altération lincaire
invariante.

En résumé la méthode polaire présente de grands avantages sur la
meéthode rectangulaire quand il s’agit de comparer les projections con-
formes entre elles. Il suffit de calculer des appoints dont I'interprétation
géométrique est facile.
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LLe point P, (n = 0) joue ici un rdle capital; sa détermination

est rapide puisque
Sg°
fl‘):al SO_U:‘W:POPIZPOP]_/

L’exemple numérique ci-aprés fera mieux ressortir la simplicité
du calcul. I.’arc ¢ est donné par les formules classiques du « probléeme
fondamental de la géodésie » ainsi que (a, — a,). :

Convergence du méridien. Ici encore considérons la valeur parti-
culiere g, que prend la convergence p pour n = 0 (3, = &, = 0)

Ay = a4 po = ay—a, = da
Le calcul de g, est donc facile; pour n différent de zéro on a:

B’ = o — (8, + 82)
et algébriquement en tenant compte du signe du parameétre

K= Mo le{?- p’ +n - s%-sin2A

La convergence p s’obtient donc en ajoutant a la valeur g, indé-
pendante de n, un appoint qui est fonction linéaire de n. p, est une
valeur médiane.

7 r’

P 2 . P ’ s
Fo — 4 pr -8’7 .sin2 A <[L<FL0+TI"€§- §’2sin 2 A

(pour sin 2 A > 0 et p, > 0)

Bien entendu il s’agit ici encore de wvaleurs principales

. :

po = da = A sin (% + 4;) (1 +g¢)_+ 1 + A . cos? [%—%— A—;])

o = A sin ¢, + = - Ao - A cos ¢, +—172—A30052%sin Go+ ovno
(radians)

(voir p. ex. Jordan-Eggert, Handbuch der Vermessungskunde III, 1939,
p. 362).

Application. Point P: Feldberg.

do = +33177,19 A = +20377, 50

@, = 46° 54727, 83 log RMm = 6.80474007
Le calcul par les formules classiques donne:

o = 11110708 a, = 2179 = 22035'16",14
Ag = @y = 14997, 09
a, = 22022°46”,59 = A, = a, — 42“
3
By e e s S o B8 = 119688 m

12 R*
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Calcul des ¢léments de la projection

pour n = —1 (systéme suisse)
1° Convergence pu
e P . 9’2 . of o BT 2 . qin 440 A5’
appoint: g s sin 2 A == 1 111,1 sin 449 45
= —117,02
(R en km)
3, + 8, = 117,02 8, = 3”,67 (val. absolues)
p = 14997,09 — 117,02 = 1488",07
pour n = --1 on aurait p = 14997,09 4 117,02
2% Coordonnées x,"Yy, : Ay = a, = 22° 22" 46"",59
8y = 3",67 (appoint angulaire)

A = 22° 22" 507,26
Appoint linéaire = 2,81 - cos 2 A = 2,00 m.
s = 8" + 2,00 = 111 111,89 m
x,” = s - cos A = + 102 742,33 m
y,” = 8’ - sin A = 4+ 42 306,71 m
Calcul par le point Py:
Ty = S - cos Ay = + 102 741,24 m
Yo = S + sin A, = + 42 304,12 m
les appoints se calculeront numériquement ou graphiquement
Py Py = Py Py = 2,81 m,
le gisement de ce segment étant égal a 3 A = 67° 08’
2,81 - sin 67°08" = + 2,09 m = &y
2,81 - cos 67°08 = + 1,09 m = éx

xr, = + 102 741,24 m Yy, = + 42 304,12 m
or = + 1,09 m oy = +. 2,59 m
x,” = + 102 742,33 m y,” = -+ 42 306,71 m

Pour toute autre valeur du parametre n le calcul est analogue;
la simplicité de la méthode polaire est évidente.

Contréle. Le segment P, P, est la résultante de 2 composantes:

’3
ToqE €08 24 = 2,00 m
Lk .
et 9R: sin 2 A = 1,98 m
\/2,002 + 1,98 = 2,81 m tg24 = 0,991 = —;% (2 A = 44° 45)

2 A est le gisement de P, P,” par rapport a OP,.

Pour des valeurs intermédiaires du parametre n il suffit de pro-
céder par interpolation linéaire.
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Remarque: Ces calculs ont été effectués avec la table de logarithmes
a 7 décimales; ils concordent cependant de facon satisfaisante avec les
résultats obtenus par le Prof. Rosenmund.

Influence de Uaplatissement. Jusqu’ici nous avons considéré la pro-
jection de la sphére de rayon R dans le plan. L.’arc s est la transformdée
de 1'arc o; ce dernier est lui-méme la projection d’un arc oe (géodésique)
de Dellipsoide. La difference (o — oe) est en général négligeable et en
tous cas facilement calculable. Quant aux réductions d’azimut 4, et 4,
résultant de la projection du sphéroide sur la sphere elles sont aussi
tres faibles. Pour un arc ge issu de l'origine on a en valeur absolue:
4, ©w 3 4,

La somme (4, + 4,), abstraction faite des signes, est sensible-
ment fonction du moment statique de 1’aire comprise entre 1'arc o et

sa projection sur le paralléle central ¢, (_f‘Aga2 - sin a - do), o étant
l'azimut de I'arc en chaque point. Pour un arc de géodésique de longueur
donnée issu de l'origine ce moment est lui-méme fonction du produit
(cos? A -sin A) ou A est une valeur moyenne de a. Le maximum de

: : 1
(4, + 4,) correspond donc a la valeur sin A = —

V3

Récapitulation. 1.e but de cette note était de montrer tout le parti
qu’on peut tirer de l'emploi de coordonnées conformes polaires. En
faisant intervenir la valeur n = 0 du parametre définissant la projec-
tion, on donne au probléme un caractére nouveau qui est propre a la
méthode polaire. Les calculs qui précedent sont basés sur les valeurs
principales des corrections; les résultats acquis sont cependant déja
tangibles. Dans une prochaine note nous nous réservons de pousser
le développement des formules en vue de leur application a des champs
¢tendus.

Litlérature.
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Bericht iiber die 7. Hauptversammlung der Internationalen Union
fiir Geodésie und Geophysik, 4.—15. September 1939
in Washington (U.S.A.)

Von Prof. Dr. C. F. Baeschlin, Zollikon.

Es schien zunichst, dal die Versammlung im Hinblick auf die
gespannte politische LLage in Europa nicht abgehalten werden konne.
Da aber bis zum Zeitpunkt der Abreise, der den KongreBbehorden
bekannt war, keine Mitteilung eintraf, reiste ich am Abend des 22. August
ab, um am 23. August abends in Cherbourg das Schiff ,,Aquitania‘‘ der
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