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So folgt aus (2b)
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oder mit Beriicksichtigung von (2a) und (2b), und Gleichsetzung von
B und B, im zweiten Glied
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Den Differentialquotienten des ersten Ausdrucks ermitteln wir aus
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Die Variation dieses Wertes ist sehr gering, da V und fiir mittlere Brei-
ten auch sin 2 B ziemlich konstant sind. Aus den Tafeln in Jordan III
folgt, daB eine Verinderung der Breite von mehr als 1” nétig ist, damit

sich die letzte Stelle von log (ﬁ?{) um eine Einheit dndert. Fiir mittlere

Breiten zwischen 37° und 55° darf fir %% (le) mit einem mittlern

Koeffizienten, dessen Herleitung — weil offensichtlich einfach — iiber-
gangen werden kann,

(4b) K, = —1.575 - 107

pro Bogensekunde in dB gerechnet werden, wobei M in Metern ein-
zusetzen ist. Die Breite des Endpunktes, die sich berechnet zu

: B = B,+ 4B

wird also verdndert um
N AL

dB = dB, — 5r - =5

dBo+K1‘M‘AB‘dBm

Die zwei hintern Glieder sind sehr klein; sie erreichen fiir die maximalen

4L, AB und dB, Werte von 07,015 und 0”. 005, so daﬁ% durch 1

und dB,, durch dB, ersetzt werden darf; ferner fithren wir an Stelle
von M einen mittlern Erdradius R ein. Damit erhalten wir als Schlu8-
ausdruck

AL2

(4) dB=dBD(1—T+K1-RoAB)

Man erkennt ohne weiteres, daB3 die ersten zwei Glieder genau
dem Kugelausdruck (3a) entsprechen; der Verlauf der Herleitung hat
OB,
dB,

aullerdem gezeigt, daf die Einfithrung der Naherungswerte fiir

da
und -ﬁ}@” geniigte, da diese als Faktoren kleiner GréBen auftreten.
]

Zur Bestimmung des Einflusses von dB, auf AL gehen wir von
Gleichung (2a) aus, die differenziert ergibt

§ + COS a,, 1 . sin a,,
—= + s +sin ap,

1
N cos B, dap + N B

dal, = cos? B, ™

+

sesina, o /1
cos B,, 0B (—Nﬁ) + dBp,

Mit Hilfe der Gleichungen (2b) und (3b) formen wir den Ausdruck
mit da,, wie folgt um
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S « COS i
1 ¢n M  AB AL ap ~AB AL,

dom * 7 cosB, N cos B, 2-cosB, ™ 2cos’B

m

Die Weglassung von %—— ist deshalb gerechtfertigt, weil dieser
2
Quotient vor einem Faktor gleicher Grifle wie der Ausdruck A;’ , fur
den die Vereinfachung bei der Herleitung von d4B nachgewiesen wurde,
steht.

Die Bildung von ( 1 ) geschieht in dhnlicher Weise wie die von

oB
2

3B ( M) Sie wird hier iibergangen, da die Tafeln in Jordan III zeigen,

o (1 o (1 .
daBl — 2B ( N) kleiner und konstanter ist als 3 B( ), so dal} wir analog

setzen diirfen

o @ (1Y _ -10
1 -émB-(-N-)_KQ_ 5.24.10

und

s sinay g 1\ 4B K,-R-AL - dB
cos B 6B(nﬁ) m T et T m

m
Damit wird, unter Beriicksichtigung von (2a) im dB,,-Glied

4B
d4L = AL(tg By, + 2 cos? B, )-dBm+K2-R-AL-dBm

Hier bedeutet der Klammerausdruck nichts anderes als tg B. Ersetzt
man dB,, gemil dem Ausdruck (4), so wird

4L 4B

dAL =AL(th+K2-R)-(1-—w—-+K R.-5 )dBo

Das einflufireichste Glied hoherer Ordnung ist unzweifelhaft

4L3
8

. tg B - dB,

das bei maximalen 4L und dB, und mittlerer Breite den Betrag von
0”. 0001 erreicht, also praktisch keine Rolle spielt. Man darf daher
setzen

(52) dAL = AL (ig B+ K, - R) dB,
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Fiir die praktlsche Rechnung ist ein Ausdruck Vorzumehen, der
an Stelle der Breite B die.} Nullpunktsbreite B, enthilt. Fithrt man daher

4B

ein, so wird

4B

(5) dAL = AL (tg B, + + K, - R) dB,

b) Der Einflufi einer Verdnderung der Ldnge des Nullpunkles.

Aus der geometrischen Anschauung und aus den Fundamental-
formeln folgt ohne weiteres, daf3 bei einer Verinderung der Linge des
Nullpunktes um 4L, die Breitendifferenz 4B erhalten bleibt, wihrend
alle Lingen um 4L, verindert werden; d. h. die Anderung der Linge
DL, die nicht klein zu sein braucht, betrigt

(6) . DL — AL,

¢) Der Einfluf3 einer Verdrehung der Ausgangsseite.

'Denkt man sich das Anfangsazimut o, um den kleinen Betrag
da, verdndert, so tritt auch in a,, und B, und in dessen Funktionen

N und M eine Anderung ein. Die geometrische Anschauung 146t ver-
muten, dall dB,, nur klein sein kann, so dal an Stelle des Ausdrucks

oB
ﬁ, der sich aus den Gleichungen (2) nicht unmittelbar bilden liBt,
0 L. o T .

0
der Differentialquotient _8_9’:;5! fiir die Kugel als Ndherung gesetzt werden
0 y
kann. Differenziert man in dem aus Figur 1 folgenden Cosinussatz

sin ¢; = cos s - sin ¢, + sin s - cos ¢, - €OS a,
¢; nach aqy, so wird
COS gﬂl dspl == —-—Sil’l S ° COoS 990 * Sin (0.7} dao

oder durch Anwendung des Sinussatzes

dep, = —sin 4A - cos ¢, - dag ~ — AA - cos ¢, day
und
(7a) de, = — —‘%}L + COS ¢g * dag
Fir AL . 4° und dag,,, = 10” betrigt danach dy¢,, ~ dB, n.x ~

07, 35. Die M und N dndern daher, wie unter a) gezeigt wurde, prak-
tisch nicht.
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Zur Untersuchung der Abhingigkeit zwischen da, und da,, gehen
wir aus von

daher wird
oy = day — 5= () dan

oder in guter Niherung

dam—daoll—{—**m-{-[aa 2]}

Aus (2¢) und (7a) folgt nun

0 (Aa s T tg B_ - s - cos —L-s-sin SR i, - AL
da \ 2 ) T2N "8 m *m TN “ cost B

A}

Der zweite Ausdruck ist viel kleiner als der erste, da er neben s auch

7
AL enthilt. Die Verwendung des Kugelausdrucks % war also gerecht-
0
fertigt. Praktisch genau genug darf cos B, = cos B, gesetzt werden,

und damit wird unter Beriicksichtigung von (2a) und (2b)

% (ﬁ)_ M AB  AL:

e\ 2 )= N ¥8Bn o5 ——5—

Das gesuchte da,, erhilt daher den Wert

M AB  AL* M 4B2
Differenziert man jetzt (2b) und setzt da,, ein, so ergibt sich
1 M AB AIL2
dAB=——ﬁ-s-sinam(1+— tg B, =k 5
M\2 4B2
() -t B ) dao

wo das Glied vor der Klammer nach (2a) gIeich% + AL - cos B, ge-
setzt werden darf. Durch Ausmultiplizieren entsteht als grolter Aus-
druck dritter Ordnung%- 4L3 - day, das, wie bei a) nachgewiesen

wurde, ohne Einfluf} ist, wenn wir dag,,, gleich 10” annehmen. Damit
fallen alle quadratischen Ausdriicke in der Klammer aufler Betracht.
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Setzt man ferner % vor kleinen Gliedern gleich eins — analog zum

Abschnitt a) — so bleibt

N 4B
dAdB = — =~ . AL - cos B (1 te B —)d
M - -+ T8 43, 5 ay
oder
(- dAB=mN-AL-cosBo-dao

M

Differenziert man in analoger Weise (2a) und fithrt wieder den -

0Pm .
Kugelausdruck ein, so wird

Oay
1 S COSapy M 4B A4dL2 M\*?
d4aL = — . e B (], s g B ———*“l—( ),tzB
N cos B, ( N € ¥m 9 9 N 8" Lm
4B? 1 sin By, - 4L
. M) day — —— s sin a,, - - cos B, da,
4 N 2-.cos?B,

was bei Vernachlissigung von —‘Z—vlé—und von Gliedern dritter Ordnung

und unter Beriicksichtigung von (2b) iibergeht in

dAL =

M AB A4 AL
" = B, (1+thm~2) - day -~——2-Slandao

wo zur Vereinfachung der Rechnung im quadratischen Glied an Stelle
von sin B, genau genug sin B, gesetzt werden darf, so daB schliellich

bleibt

M 4B  AL?
N cos By 2

(8) dAL = { sin BO} d o,

Sowohl in (7) als auch in (8) darf fiir “J"Ni ein der mittlern Breite aller

Vergleichspunkte entsprechender Mittelwert verwendet werden.

d) Einfluf einer Verdnderung der Ldnge der Ausgangsseite.

Laft man in den Gleichungen (2a) und (2b) s zu ds = s - do wer-
den, so wird

(9) dAL = do - AL
(10) dAB = do - AB
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e) Die Transformationsformeln fiir das Ellipsoid.

Summieren wir die Ausdriicke (4), (5), (6), (7), (8), (9) und (10),
so erhalten wir die an der Lénge L und an der Breite B entstehenden
Fehler

; 2
(11) dedBo(l—AL +KI-R-AB)—dmf,-ﬂ-.cur,-cosle0
. 1V
-+ do - 4B
(12) dL — dB, (thg-l-—AB——E—KzR)-AL—{-daO (EA!L
cos? B, N cos B,

2

9

. sin Bm) + do - AL + AL,

Bezeichnen wir mit 6B und dL die aus den gegebenen geographischen
Koordinaten beider Systeme gerechneten Differenzen, so entstehen aus
(11) und (12) die Fehlergleichungen

4L2

13) vy — %(1 —

+ K1~R-AB)—dao%AL-cos B,
-

+ do- AB — 8B

4B

(14) vy, = dB, (thu+ M 4B
_ cos?

+ K,R\AL + d (———
0 : ) — N cos B,

AL

sin Bm)+@-AL+% =S

Hier stellt sich die Frage nach den Gewichten der vp- und vy -

Gleichungen. Fiir die Gesamtheit aller Punkte werden die linearen
mittlern Fehler in Richtung des Meridians und des Parallelkreises
einander gleich sein. Fithrt man sie in mittlere Fehler der geographi-
schen Koordinaten iiber, so wird der Wert fiir die Breite cos B — mal
den Wert fiir die Lange, wenn vom Einflull der Exzentrizitit abgesehen
wird. Daraus folgt, daB die Gewichte der vp- und »;-Gleichungen sich
zueinander verhalten wie 1 : cos? B,

Die Transformationsformeln (13) und (14) sind in erster Ndherung
lineare Funktionen der Lingen- und Breitendifferenz in bezug auf den
Nullpunkt; denn auch fiir die dullersten Punkte sind die hintern Glieder
der Klammern klein. _

Soll die Transformation nur fiir einen ganz kleinen Raum durch-
gefithrt werden, so konnen sie aufler acht gelassen werden, und ferner
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darf % gleich eins angenommen werden. Die Gleichungen (13) und (14)

nehmen dadurch die stark vereinfachte Gestalt an

(15) vg = dB, — day- AL - cosBy+ do - AB —3B

(16) v, = dB,- tg B, - AL +%£B

3?0 +£'AL+%——8L

Sowohl hier, als auch in den Gleichungen (13) und (14) kann 4L,
vorgingig eliminiert werden, so dall nur drei Normalgleichungen auf-
zustellen und zu losen sind.

Die Transformation geographischer Koordinaten eines nicht zu
groBBen Gebietes ist der ebenen Umformung sehr dhnlich. Wihrend
aber in der Ebene Nullpunktsfehler und Verdrehung beliebige end-
liche Betrige annehmen kénnen, beruhen die Gleichungen (13) bis (16)
auf der Voraussetzung kleiner dB, und do;, was in Landesvermessungs-
systemen immer erfiillt ist. '

Ahnliche Differentialformeln fiir die geodiitische Linie finden sich
in Helmert, Hohere Geodésie, Band I und in Jordan III. Die Her-
leitung bei Helmert ist von AuBlerster Strenge und beriicksichtigt auch
Fehlereinfliisse, die ihres geringen Betrages wegen in der praktischen
Transformationsrechnung keine Rolle spielen. Die Schluflformeln
miilten daher fiir unsern Zweck wesentlich vereinfacht und umgeformt
werden. Auch die Ausdriicke in Jordan III, die im Abschnitt iiber
Lotabweichungen hergeleitet werden, lassen sich nicht ohne weiteres
verwenden, da sie nicht nur AL und 4B, sondern auch « als Argumente
enthalten. In der dritten Auflage ist der Gedankengang der Entwick-
lungen dem unsrigen dhnlich; in den spéitern Ausgaben sind die Grund-
lagen wesentlich erweitert worden, um allgemeiner giiltige Ausdriicke
zu erhalten. | -

III. Transformationsbelrige zwischen schweizerischen und italienischen
Koordinaten.

Von den beiden Lindern wurde vereinbart, daB ihre um die Trans-
formationsbetrige verbesserten geographischen Koordinaten nicht mehr
als 0”. 01 voneinander abweichen sollten. Ganz ausnahmsweise mulflte
die Toleranz etwas erweitert werden. Die Transformationsgroflen waren
aus einer Reihe giinstig gelegener Triangulationspunkte zu bestim-
men.

Es wire nahe gelegen, hiefiir das dargelegte Verfahren zu ver-
wenden; doch wurde davon abgesehen, weil die Differenzen 8L und 6B
in einzelnen Abschnitten der Grenze in keiner Weise mit den Werten
benachbarter Gebiete zusammenzuhangen schienen. Es wurde daher
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vermutet, dal die Dreiecksnetze systematische Fehler enthielten, die
von den Transformationsgleichungen nicht erfafit wiirden, so daf3 eine
itber grofle Teile der Grenze sich erstreckende gesetzmiflige Umfor-
mung Verbesserungen dL und dB liefern wiirde, die nicht innerhalb
der festgelegten Toleranzen blieben. Man behalf sich dadurch, dafl man
aus beidseitig der Grenze und auf ihr gelegenen, gemeinsamen Punkten
Dreiecke zeichnete, und in diese entsprechend den 6L und B der Drei-
ecksspitzen Transformationsgerade konstruierte!. Dieses Verfahren
hatte natiirlich den Vorteil, da3 sich im allgemeinen die Transformations-
betrage fiir Grenzpunkte im Dreiecksinnern den 8L und 8B sehr gut
anpallten, weil diese Punkte meist irgendwie aus den Dreiecksspitzen
bestimmt worden waren. Ein Nachteil dieser lokalen Transformationen
ist dagegen die Tatsache, dal GesetzmiBigkeiten, die sich iiber groBlere
Gebiete erstrecken, nicht zum Ausdruck kommen.

Es muBlte daher auch nach Vollendung der Grenzberechnungen
noch reizvoll sein, Transformationsformeln zu suchen, die fiir grollere
Bereiche der Grenze giiltig sind.

Die Ergebnisse solcher Umformungen fiir drei verschiedene Ab-
schnitte sind folgende.

1. Transformationsformeln fiir das Gebiet des Kantons Tessin.

Als Grundlage dienen die 23, in Spalte 1 der Tabelle aufgefiihrten
und in Figur 2 eingetragenen Triangulationspunkte, die, von wenigen
Ausnahmen abgesehen, in beiden Lindern den Netzen héherer Ordnung
angehoren. In den Spalten 2 und 8 befinden sich die schweizerischen,
in 3 und 9 die italienischen geographischen Koordinaten. Aus ihnen
werden die 8B in Kolonne 4 und die 6L in 10 gebildet. Diese Werte sind
so groB3, daBl sie, um die Berechnung der Normalgleichungen zu er-
leichtern, irgendwie reduziert werden miissen. Durch die Elimination
nach Gaufl wird der Wert 8L,.4 in Spalte 13 ohne weiteres klein. Um die

-8B zu reduzieren, wiahlt man einen Niherungswert 8B,,, der im Beispiel
als Mittelwert aller 8B gebildet wurde, und rechnet die kleinen GréBen

{B = 8B, — 8B

in Spalte 7. Als Einheit der 8L .4 und der /B gilt die Tausendstel-Sekunde.

Die 4B und AL stellen Breiten- und Langendifferenz in Minuten beziig-
~lich des Nullpunktes Bern dar; in den Spalten 6 und 12 sind sie nach
dem GauB’schen Verfahren zur Elimination von 4L, reduziert. Die
mittlere Breite aller Punkte betrigt B, = 46° 08" 50”; das Gewicht

der Fehlergleichungen fiir die Linge wird daher cos? B, = 0.4800,

m

1 Diese Methoden sind in der Einleitung des demnéchst erscheinenden Bandes
iber die trigonometrischen Ergebnisse der Grenzvermessung eingehend be-
schrieben.
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Mit diesen Koeffizienten werden die Normalgleichungen gebildet, aus
deren Auflosung als Unbekannte

dB,
da,
do
AL,

hervorgehen, die folgende

I

0B =

8L =

+ 0.74.107.

—2.18.10.

= — 4", 789

= +1.51 + 0.12
= +0.74 + 0.14
— 5900’ 51”. 185

Transformationsgleichungen liefern
4B + 1.05.10°. AL — 4”. 789

AB —0.21.107. AL — 50 00’517, 185
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4B und 4L, die Breiten- bzw. Liangendifferenz gegeniiber dem Null-
punkt Bern, sind in Minuten einzusetzen. Die Produkte geben als Ein-
heit die Bogensekunde.

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit, die als Tausendstel-
Sekunde eingefithrt worden war, ergibt sich zu

+5.24

was linear 416 cm betrigt. Mit diesem mittlern Fehler wird also zu
rechnen sein, wenn Transformationsbetridge aus I berechnet oder der
Figur 2 entnommen werden. In dieser Kartenskizze sind die Kurven
gleicher Transformationsbetrige mit 0”. 010 Intervall eingetragen. Die
Genauigkeit der Entnahme aus dem Graphikon geniigt in Anbetracht
der mittlern Fehler vollstindig. Geometrisch lassen sich die gefundenen
Unbekannten wie folgt deuten: Die Verschiebung des Nullpunktes Bern
betrigt fiir die Breite 4”. 789 in siidlicher Richtung; fiir die Langen-
differenz der Nullpunkte ergibt sich ein Betrag von 5° 00 51”. 185.
Als Netzverdrehung folgt aus der Breitengleichung eine Breitendifferenz
von 07, 00105 pro Lingenminute oder linear 3.25 cm, was als Ober-
flichenwinkel gerechnet 5”. 20 ausmacht. Denselben Betrag gibt eine
analoge Rechnung auf Grund der Langengleichung. Die lineare Netz-
verzerrung erhalten wir aus der Breitengleichung zu 0”. 00074 oder
2.28 cm pro Breitenminute, oder 12 mm pro km. Diese Zahlen, sowie
der mittlere Fehler der Gewichtseinheit geben ein Bild iiber die gegen-
seitige Genauigkeit der beiden IL.andesvermessungen.

Durchgeht man in der Tabelle die in Spalten 14 und 16 angegebenen
vp und vy anhand der Karte, so zeigt sich, da3 mehrere der grifiten
Verbesserungen den noérdlichsten Punkten zukommen. Auflerdem féllt
auf, da dort die iibrigbleibenden Fehler benachbarter Punkte in bezug
auf Gréfle und auf Vorzeichen stark voneinander abweichen. Diese
Erscheinung kann nicht restlos auf Fehler in den Triangulationen
zuriickgefithrt werden; vielmehr mufl angenommen werden, daB3 ein-
zelne Punkte im Laufe der Zeit, die zwischen den italienischen Trian-
gulationsmessungen von 1880-1900 und den schweizerischen Bestim-
mungen von 1910-1920 liegt, ihre Lage &nderten. Da es sich um Block-
gipfel handelt, erscheinen kleine Verschiebungen, die auf Grund der
Ausgleichung auf maximal 30-40 cm geschéitzt werden kénnen, nicht
ausgeschlossen.

Die vorliegende Ausgleichung diirfte indessen auch in diesem Gebiet
brauchbare Werte liefern, da sie zahlreiche, nahe beieinander gelegene
Punkte enthilt. Eine Bestatigung hiefiir liegt in der Tatsache, dal
dreiffig nicht in die Ausgleichung einbezogene Punkte, auf die die
Transformationsformeln angewendet wurden, einen mittlern Fehler
von +0”. 006 ergaben; d. h. gleich viel wie die Ausgleichung. '

2. Transformationsformeln fiir den Siid-Tessin.

Es lag aus den soeben angefiihrten Griinden nahe, den siidlichen
Teil des Kantons Tessin fiir sich zu behandeln. Die Figur 3 zeigt die
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verwendeten Punkte erster und zweiter Ordnung, aus denen folgende
Transformationsformeln folgen

II dB — +1.14.10°- 4B 1 1.20.10°. AL — 47, 783

dL = — 2.50.10°. AB—0.23.10 2. AL — 50 00’ 51”. 198

die ebenfalls in Figur 2 dargestellt sind. Der mittlere Fehler nach der
Ausgleichung betrigt

+ 0.0024 Breitensekunden
oder 4 7 cm, ein bemerkenswert gutes Resultat. Ahnlich wie fiir den

ganzen Kanton wird die Netzverdrehung 5”. 95 und der Léngenfehler
pro km 19 mm.
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Im ganzen, in Figur 3 dargestellten Gebiet des Siidtessins liefern
die Formeln II Transformations-Betrige mit einer Genauigkeit, die
weit Innerhalb der Toleranz liegt. Bei den Formeln I fiir das ganze
Kantonsgebiet trifft dies in beschranktem Mafle auch zu. Vergleicht
man nidmlich die Transformationslinien in Figur 2 und Figur 3 mit-
einander, so betrigt ihre grofite Differenz 6 Tausendstel-Sekunden,
d. h. 20 cm. Fiir beide Formelsysteme I und II durfte von den verein-
fachten Ausdriicken (15) und (16) ausgegangen werden.

3. Transformationsformeln fiir Graubiinden-Tessin.

In der Figur 4 endlich sind Transformationsformeln zur Darstel-
lung gelangt, mit denen versucht wurde, die ganze Grenze von der
Dreisprachenspitze bis zum Passo di San Giacomo zu erfassen. Es fillt
sofort auf, daBl in der Zone zwischen dem Puschlav und dem Misox
keine gemeinsamen Punkte verwendet wurden. Nicht dall solche ge-
fehlt hitten; aber diese Zone pal3it ganz und gar nicht in das allgemeine
System; hier kénnen nur lokale Transformationen ans Ziel fithren.

Die Transformationsformeln, die in Figur 4 dargestellt sind, lauten
Il dB = + 1.37.10°- AB + 1.49.10°. AL — 4”. 796

dL = ——3.11.10~3- AB——O.37.10_3- AL — 5° 00" 51”. 212

Der mittlere Fehler betriagt +-0.0071 Breitensekunden oder +22 cm;
die Netzverdrehung wird 7”. 4, die Lingenverzerrung pro km 23 mm.
Im Gebiet des Kantons Tessin liefern die Formeln III Betriige, die von
den aus II gerechneten durchschnittlich abweichen

I’

in Linge um 5.3.10° ~ 11.2 cm

in Breite um 4.0.10_3”~ 12.3 cm

wihrend die maximalen Abweichungen fiir die Linge 0”. 013 (27 cm)
und fiir die Breite 0”. 006 (18 cm) betragen.

Bessere Reliefbilder in Karten.
Von J. Bolliger, Bern.

Die neuen Landeskarten 1 : 50 000 werden Ausgaben in Relief-
tonung erhalten, womit dem weniger geiibten Kartenleser die Geldnde-
formen anschaulicher gestaltet werden. Die Ausstellung ,,100 Jahre
Landestopographie’* in Bern, die soeben ihre Pforten geschlossen hat,
zeigte, daB diese Tonung in einer violetten Farbe fiir das Gesamtbild
und in einer blauen Farbe fiir die Gletschergebiete vorgesehen ist, wel-
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