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systéme et le but A atteindre. Dans certains cas on doit s’interdire a
priori toute déformation autre qu'un changement d’échelle uniforme sur
toute I’étendue du réseau. Cette hypothése mise a part on sera souvent
appelé dans la pratique a transformer les coordonnées; il convient
d’étudier alors parallélement le choix du systéme et le mode de distri-
bution des mailles. La diversité des solutions suggérées a ce jour est un
indice de la complexité du probléme.

Die Beziehungen zwischen schweizerischen und
italienischen geographischen Koordinaten.
Von Dipl.-Ing. F. v. Kobold, Eidg. Landestopographie, Bern.

I. Allgemeines iiber die Transformation geographischer Koordinalen.

In den Jahren 1926 bis 1936 ist die schweizerisch-italienische Grenze
neu bereinigt und nachher von beiden L#indern durch unabhingige
Messungen und Berechnungen in ihr Landesvermessungssystem ein-
bezogen worden. Ein Vergleichen der Resultate war nur auf dem Wege
iiber die geographischen Koordinaten moglich. Demzufolge wurden von
beiden Staaten geographische Linge und Breite aller Grenzsteine und
Grenzmarken, sowie einer groflen Zahl von in der Nihe der Grenze
gelegenen trigonometrischen Punkten gerechnet. Uber die Berechnungs-
verfahren der Schweiz und iiber die allgemeine Aufgabe der Transfor-
mation orientiert der Aufsatz von W. Lang: ,,Schweizer geographische
Koordinaten in dieser Zeitschrift, Jahrgang 1926. Zwischen schweizeri-
schen und italienischen geographischen Koordinaten bestehen Differen-
zen, die von der Lage des betrachteten Punktes abhingig sind und
deren gesetzmiflige Bestandteile durch Transformationsformeln erfaft
werden sollen. Sie rithren von den verschiedenen Grundlagen der beiden
Landesvermessungssysteme her.

Sowohl die Schweiz als auch Italien beniitzen die Erddimensionen
von Bessel; indessen bezieht sich das italienische Ellipsoid auf Breite und
Meridianrichtung im Nullpunkt Rom (Monte Mario), wihrend sich das
schweizerische auf die entsprechenden Werte der Sternwarte Bern stiitzt.
Diese Berechnungsgrundlagen sind, aufler mit zufilligen, meist mit be-
trichtlichen systematischen Fehlern behaftet, da die astronomisch
ermittelten Groflen von Breite und Azimut ohne jede Reduktion als
Grundwerte der Ellipsoide angenommen werden. Italien und die Schweiz
rechnen daher auf gleich groBen, jedoch anders gelegenen und anders
orientierten Sphiroiden, so dafl zwischen den Koordinaten desselben
Punktes Differenzen entstehen. Eine weitere Ursache solcher Unter-
schiede liegt darin, daB die beiden Triangulationsnetze verschiedene
Ma@stibe haben, weil die Ausgangsseiten nicht fehlerfrei sind.

Die Grundelemente einer selbstindigen Landesvermessung enthal-

ten also folgende Fehler, die auf die geographischen Koordinaten von
Einflufl sind:
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1. Der Fehler der Nullppnktsbreite dB,.

Es sei die Breite B, um dB, verfdlscht. Aus der geometrischen An-
schauung 148t sich ohne weiteres sagen, dafl alle Punkte des nicht zu
ausgedehnten Vermessungsgebietes in der Breite Fehler von der Grofe

des dB, aufweisen werden.

2. Der Fehler der Nullpunktslinge AL,.

In den meisten Landesvermessungssystemen werden die Léngen
vom Meridian durch den Koordinatennullpunkt aus gezihlt, so daB
streng genommen von einem LiAngenfehler des Nullpunktes nicht ge-
sprochen werden kann. Um jedoch die L.énge eines Punktes von einem
System in ein anderes zu iibertragen, muf in die Rechnung die Lingen-
differenz AL, der zwei Nullpunkte eingefithrt werden, wobei sich 4L,
aus der durch die astronomischen Messungen gegebenen Langendifferenz
und einen durch Rechnung zu bestimmenden Fehler zusammensetzt.
Liegen keine Meliresultate fiir den Lingenunterschied vor, so darf das
ganze AL, als Fehler an der Nullpunktslinge L, aufgefa3t werden. Es
ist einleuchtend, daB eine Anderung des L, um AL, fiir alle Punkte

dieselbe Lingeninderung 4L, zur Folge hat.

3. Fehler in der Meridianrichlung (da,).

Die Orientierung des Triangulationsnetzes geschieht durch Uber-
tragung der Meridianrichtung des Nullpunktes auf die Ausgangsseite.
Wegen der Fehler im Nullpunktazimut und in der Ubertragung erfiihrt
das wahre Azimut dieser Seite eine Veridnderung, die mit da, bezeichnet
sei. Dadurch erleidet das ganze Netz, d. h. jede Richtung zwischen
zwei beliebigen Triangulationspunkten eine Verdrehung um da, Alle
Punkte werden Verinderungen in Linge und Breite aufweisen,

4, Fehler in der Ldnge der Ausgangsseite ds.

Dieser Fehler bringt eine VergroBlerung oder Verkleinerung des
ganzen Netzes mit sich, das sich selber dhnlich bleibt, so dafl mit einer
einheitlichen Lingenverzerrung do der Streckeneinheit gerechnet werden

darf, wobei
ds = do + s

ist. Die Fehler der Linge sind der Lingendifferenz, die der Breite der
Breitendifferenz gegeniiber dem Nullpunkt proportional.

Um nun die Einfliisse der vier Fehlerursachen dB,, 4L,, da, und do
auf einen beliebigen Punkt P, der gegeniiber dem Nullpunkt die Breiten-
differenz 4B und die Lingendifferenz 4 L aufweist, analytisch zu erfassen,
denken wir uns P durch eine geoditische Linie mit O verbunden. Stellen
wir die analytische Form dieser Kurve so auf, dafl die Breite B und
die Léinge I. des Punktes P Funktionen von a4, dem Azimut der geoditi-
schen Linie im Nullpunkt, s, der Linge des Kurvenstiickes zwischen
O und P, und B, werden, so folgen durch Differenziation die gesuchten
Fehlereinfliisse, die zusammengestellt die Transformationsgleichungen

ergeben, '



— 133 —

Diese sind also Funktionen der vier Unbekannten dB,, 4L,, da,
und do. Zu deren Ermittlung sind vier Gleichungen nétig, die sich anhand
von zwei, beiden Systemen angehérenden Punkten aufstellen lassen.
Wiire die Triangulation fehlerfrei, so wiirde man aus beliebig gewéahlten
Punkten genau dieselben Werte fiir die Unbekannten erhalten. Tatséach-
lich sind die Koordinaten der Vergleichspunkte mit Fehlern behaftet,
die unsere Rechnungsschirfe weit iibersteigen; die gesuchten Groflen
werden daher je nach Wahl der Punkte verschieden ausfallen. Durch
eine Ausgleichung, die alle oder einen groflen Teil der gemeinsamen
Punkte beriicksichtigt, suchen wir zu mittlern Werten zu gelangen.
Wir werden die Methode der kleinsten Quadrate anwenden, obwohl die
Voraussetzungen hiezu nicht streng erfiillt sind. Das Verfahren hat aber
den Vorteil, da} sich die ausgeglichenen Werte (ohne wahrscheinlichste
zu sein) den urspriinglichen Differenzen gut anpassen, und dal} der
Rechnungsgang einfach ist.

Alle diese Uberlegungen gehen von der Annahme aus, daB die
Triangulation keine weitern systematischen Fehler aufweise, so daf3 die
nach der Ausgleichung bleibenden Fehler mehr oder weniger zufilliger
Natur sind. In guten Netzen ist dies weitgehend der Fall, wie die Bei-
spiele zeigen werden.

Die Strenge der Formeln soll der dem Problem eigenen Genauigkeit
entsprechen. Da die mittlern zufélligen Punktfehler 3 cm erreichen
konnen und nicht selten erheblich grofler sind, so geniigt fiir die Trans-
formationsbetriage eine Genauigkeit von 0”. 001. Die maximale Aus-
dehnung des Vermessungsgebietes betrage 250 km in den Richtungen
Nord-Siid und Ost-West. Durch diese Beschrdnkung auf geringe, jedoch
hinreichende Rechenschéarfe wird die Herleitung der Transformations-
gleichungen stark erleichtert.

. II. Herleitung der Transformationsformeln.

Wir beniitzen zur Herleitung der Differentialausdriicke der -geo-
détischen Linie die Gauf3’schen Mittelbreitenformeln in der Darstellung
von Jordan (Band III, 6. Aufl., S. 456).

[2] - s - sin a,,

) s
S ) + [3] & sin? B, + [4] b?

(1) log AL = log (

log 4B = log ([1] -+ s - cos a,) + [5] I? cos? B,, + l[6] b?
log da = log ([2] + s - sin a,, - log B,) + [7] - [2 cos? B,
+ [8] b® + [3] &2 sin® B, — [4] b?

worin B, die mittlere Breite, a,, das mittlere Azimut, 4B die Breiten-

differenz, AL die Lingendifferenz der Punkte P und O und da die
Differenz der Azimute in P und O bedeuten, wihrend die Koeffizienten
[1] bis [8] durch Tabellen gegeben sind. In den Gliedern hoherer Ordnung
werden als Abkiirzungen eingefiihrt
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(1a) l.sin B, = [2] -5 :sin a, ' tg B,
l.-cos B, = [2] + 5 sin a,
b = [1] -+ s+ cos a,

Zunichst soll bewiesen werden, daB fiir Differentialbetrachtungen
die quadratischen Glieder der Fundamentalformeln (1) ohne EinfluB
sind, Sie erreichen ihre Héchstwerte, wie die Formeln (1a) zeigen, in
den dulersten Punkten des Koordinatensystems. Wihlen wir das
maximale s in Richtung der Achsen zu 250 km, so folgen daraus

AB 0y ~ bpax ~ 2—30°; arc 4B~ 0.05

max
und fir mittlere Breiteﬁ, fur die in (1a) sin B, = cos B, ~ L ge-

setzt werden darf
AL

max ~ Imax ~ 3—4°; arc AL, ~ 0.07

Von den quadratischen Gliedern ist
(1b) [5] - 2 cos® B,

am meisten verinderlich, da von allen Koeffizienten [1] bis [8] der
Wert [5] am meisten mit der Breite variiert, wie die Tabellen in Jordan III
zeigen. LaBt sich daher fiir das quadratische Glied (1b) beweisen, dafl
es bei kleiner Verinderung des B,, praktisch unveriindert bleibt, so ist
dies fir alle Glieder derselben und héherer Ordnung auch der Fall.
Eine Veranderung um dB,, hat den EinfluB}

(1c) [2 cos? B,, -5% [5] dB, —[5] - I* - sin 2B - dB,,
Wiihlen wir dB,, maximal gleich 107, so wird nach der Tabelle S. 54

in Jordan III der maximale logarithmische Zuwachs von [5] 5.5 ‘Ein-

heiten der fiinften Mantissenstelle. Setzen wir weiter AL = 4°¢° und
cos? B, = 0.5, so wird das erste Glied in (1c)
5 .

2 - cos? By, - —p [5] dB = 0.24

d. h. log 4B erleidet eine Anderung von 0.24 Einheiten der siebenten
Mantissenstelle, was bei 4B = 3¢ den zu vernachlissigenden Betrag
von 07, 00042 ausmacht. Fithrt man im Ausdruck

[5] I# - sin 2B, - dB
sin 2 B,, = 1 ein, so wird die siebente Mantissenstelle von log 4B um

0.0002 Einheiten veridndert; auch dieses zweite Glied spielt daher
keine Rolle.

Wir ersetzen in den Gleichungen (1) die Koeffizienten [1] und [2]
durch Normal- und Querkriimmungsradius und gehen auf Arcusmaf
iiber, so daB uns fiir die Differentiation als Fundamentalgleichungen
bleiben

m
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1 s:sinay
) AL = N cos B,
(2b) 4B =-h17.s~cos e
(2c) da :Ttr—-s-sinam-thm——:AL-sian

- LABt man hier s zu ds werden, so entstehen die bekannten Differen-
tialgleichungen der geodatischen Linie, was zu erwarten war, da ja die
Formeln (1) durch Mac-Laurin’sche Reihenentwicklung aus diesen
Ausdriicken hergeleitet werden.

Die Genauigkeit der Gleichungen (2a) bis (2c) ist auch hinreichend,
wenn spiter in den Differentialformeln 4L und 4B einzufithren sind.
Das einfluBreichste Glied (1b) erreicht fiir [ ,, = 4° den Wert von 3600

Einheiten der siebenten Mantissenstelle und macht demnach fiir 4B,

9”7 oder in Arcusmaf} 5.10”5 aus, was als Faktor immer bedeutungslos
sein wird. :

a) Der Einfluf einer Verdnderung der Breite des Nullpunkles.

Andert die Breite B, um dB,, so #ndern damit B,, und a,, und
infolge des verinderten B, auch M und N. Bei der Ableitung der Aus-

driicke (2a) und (2b) nach B, werden wir daher die partiellen Differen-

0B, Oa

tialquotienten und — notig haben, die wir aus den Gleichungen (2)

nicht ohne weiteres bilden kénnen. Wir fithren an ihrer Stelle die ent-
sprechenden, kurz herzuleitenden Ausdriicke fiir die Kugel ein und werden
dann aus der Grolle der Glieder
schlieflen k6nnen, obdie Ndherung
geniigt, oder ob ellipsoidische Dif-
ferentialquotienten ndétig sind.

In der in Figur 1 dargestell-
ten Kugel sei S das GroBkreis-
bogenstiick zwischen O und P;
¢, und ¢ seien die Kugelbreiten,
A4A die Kugellingendifferenz, a,
und ¢, die Azimute in O und P.
Im sphiérischen Dreieck O—P-Pol
sind daher (90 — ¢;), o, und s
gegeben, und ¢, und ds als deren
Funktionen darzustellen. Unter-
suchen wir zunichst die Ver-
dnderung des ¢, als Funktion der
Verdnderung von ¢,, so gibt der
Cosinus-Satz * Figur {
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sin ¢, = cos s - sin @, + sin s « cos @, * COS qq
und daraus folgt durch Differentiation nach ¢,
COS ¢, + depy = €0S § + €OS @y » dgy — sin s + sin @, - €0S a4 + dg,

was auf Grund der Beziehung zwischen den 5 Stiicken geschrieben
werden darf

= €O0S ¢, * cos AA - dg,
woraus folgt

(3a) de, = cos A\ . dg,

Fur die Verinderung des a, infolge Veridnderung des ¢, gehen wir vom
Sinussatz

. sin a,
sin a; = c€o0s @,
COS ¢4
aus, der differenziert
~sin . ' cos . sin a .
cos a; - da; = —>0 %, §in ¢o - dog + %o 9 . sin ¢, - de,

cos ¢, cos? ¢,

liefert, wo d¢, durch den Ausdruck (3a) ersetzt werden darf. Wenden
wir auf das erste Glied rechts den Sinussatz an, so entsteht

dy,

cos a; + da; = — —
COS ¢, + COS @,

{sin a, * sin ¢, — sin a, - sin ¢, - cos A)\}
was nach der Beziehung zwischen den 5 Stiicken gleich zu setzen ist

d .
+ L - cos a; - sin 4A
COS 991 + COS a]_

so dafBl schlieBllich bleibt

sin 4A Pl
(3b) a1 = o5 o 990 ™ o5 9,
weil fiir alle in Betracht fallenden Punkte 4A = sin 4\ gesetzt werden
darf.

Mit diesen Kugelausdriicken, die wir als Niherungswerte fir die
Verdnderung der mittlern Breite B und des mittlern Azimutes a ein-

fithren, konnen wir die Differentiation von 4B und 4L nach B, durch-
fithren. (Fortsetzung folgt.)

de,

Schweizerischer Geometerverein.

Protokoll
der XX X1V. Hauptversamuimlung vom 19. Juni 1938, 10 Uhr
im Rathaussaal Bern.
Vorsiiz: Zentralprisident S. Bertschmann.
Teilnehmerzahl: 150.
1. Eroffnung und Konstituierung.

Zentralprdsident Bertschmann eriéfinet um 10 Uhr die XXXIV.
Hauptversammlung des Schweizerischen Geometervereins. Er gibt seiner
Freude Ausdruck, eine selten groBe Anzahl Vereinsmitglieder begriiflen
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