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Das astasierte elastische Pendel als Schweremesser.

Von Prof. Dr. C. F. Baeschlin, Zollikon.
(SchluB.)

Die ILosung der Differentialgleichung (27) fiihrt zu dem Integral

_ 6,
(34) T :]/Tiy d@ E—
{e—e—2vino@—6 + ) @6
o,

Bezeichnen wir die Elongation fiir die Ruhelage des Pendels mit @,

so ist fiir ® = @, in Gleichung (27) 6

= (0 und wir erhalten

7 (@ — ¢) — y sin B, = 0.

Entwickelt man sin @, in die Reihe und geht bis zu Gliedern 3. Ord-
nung, so erhilt man nach einfacher Reduktion

N@ﬁ)

(35) (N+ 1) ¢ = 6, (1 +

Nun wollen wir die Elongationen nicht mehr von der Vertikalen,
sondern von der Ruhelage aus zdhlen und sie mit x bezeichnen.

Das bedingt die Substitution.
r =60 —0,; 60 = 6, + x
= 0, — 6, ; x, = 0,— 0,
Damit geht (34) iiber in
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Der Radikand von (36) hat auller der Wurzel x; noch die 2. reelle
Wurzel x,, die in (36) als untere Grenze erscheint; dies deshalb, weil,

wenn der Radikand verschwindet, 6(?;— = 0 ist, r also ein Extremum
ist. x, ist das Maximum, x, das Minimum von z.
Dividieren wir den Radikanden von (36) durch (x; — x), so blelht

der Ausdruck iibrig

T

NGO I\@
(37) g () = (1 T) (x, + x) +

+ __I\_T_ ($3 + tzx + -1”1 xz _,1.3)

2
o

(x + xlx + x?)

Setzt man ihn gleich Null, so findet man als die einzige reelle \Vufzel
von g(x) = 0 x,. Setzen wir
x, = —1x, — 4
so folgt fiir 4 die kubische Gleichung

Ny (NE_NOY 4y NG_NO N

NGO,x;
4= ——

Lassen wir die Glieder mit 42 und 43 weg, so ergibt sich

N@,a?
MO
: A =
el N6 NGO, N
14 =0 — +
2 3 6

Man erkennt daraus, daBl 4 klein ist, weshalb man sich die Vernach-
lidssigung der Glieder mit 4% und 43 gestatten darf.

‘Wir setzen

_I®) e
e ax? + 2bx + ¢
Da wir jetzt x, als Funktion von x,, &, und N kennen, kdénnen wir
auch die Koeffizienten a, b und ¢ durch z,, &, und N bestimmen.
Damit wird
Ty

39 T = —7*]'-' " L .
T—Y V—(@—zx) (x—2x,) (ax? +2bx + ¢)

X,
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Das elliptische Integral in (39) kann verhiltnisméBig einfach auf die
Normalform erster Gattung gebracht werden. Wir miissen das hier iiber-
gehen. Néiheres dariiber werde ich im Bulletin géodésique der Inter-
nationalen Assoziation fiir Geodisie veréffentlichen.

Wir finden fiir die Schlagdauer T den Ausdruck

o~ 2 ) 2 3 2 )4
) T = = ]/L [1 _Nx NG, N0, ?i\’_(%,
T — 16 4 48 32
19 N2x 29 N2 @ﬁxil
T 3072 + 192
Setzen wir @, = 0 (was eintritt, wenn ¢ = 0 ist) und nehmen x,

sehr klein an, so erhalten wir die Schlagdauer, die wir frither Ty genannt
haben,

(33a) T, = ]/_T.Lmy

Man erkennt aus (40), dal 7 immer kleiner als T, ist. Die Glieder
mit N2 konnen fiir die Verhiltnisse, die bei praktischen Versuchen auf-
treten, ohne weiteres vernachlidssigt werden. Damit wird

Nux 2 N@Z)
16 T

Mit Hilfe dieser Formel kénnen wir also aus der beobachteten
Schlagdauer T, das T,, das fiir unendlich kleine Amplitude und fehler-

lose Aufstellung (¢ = 0) gilt, berechnen.
Damit ist aber N noch nicht bestimmt.

(41) T, = T (1 4

Wohl konnen wir T, wie folgt schreiben

J ]/ J
(42) Ty Fi o '}’
Da wir aber J und y nicht kennen, so geniigt (42) noch nicht zur
Bestimmung von N.
* Nun konnen wir aber das Pendel umkehren, so daBl die Pendel-
stange unter dem Torsionsdraht sich befindet.

Fiir diesen Fall geht die Differentialgleichung (27) iiber in die fol-
gende:

d&

(43) &lzﬁT(ﬁ‘ﬁqﬁ)—l—yblllﬁ—“O

Die Schlagdauer des Pendels mit Gewicht unten, T, ergibt sich

44) T, #2]/7_}_}/ = L S
]/( L L




.

— 100 —
Wir setzen

S S
(45) -+ n

Wenn N grol} ist (GréBenordnung praktisch ~ 200) so ist n ~ —;

In dhnlicher Weise, wie fir Gewicht oben kdnnen wir auch hier die
Elongation &, fiir die Ruhelage berechnen. Wir finden

/ n'&%) T

4

Damit geht (45) iiber in

47 T, _2|/7+y

[l/ﬁz 929, (1‘5*2)(&1 9 — 45 (9 — %)

Auch hier konnen wir die Elongationen von der Gleichgewichts-
lage aus einfithren. Nennen wir sie &, so wird

E=09— 4
Damit erhalten wir
J df - -
T+y 2
m? nz‘}
— £ °(§8 — £ 5(5; -8
Dividiert man den Radikanden durch &, — ¢, und setzt den Quo-
tienten gleich Null, so findet man §&,.
Setzt man
(49) £y = — & + 8 _
so erhilt man
iy e
(50) e S 3
né  n, fl m‘}a
1 — 21+
6 3 2

Damit kann man das elliptische Integral (48) in analoger Weise, wie
tir Gewicht oben, auf die Normalform bringen. Man findet

- J n gt ng? n2d, & 3n
S —”V Tty [1 + 1? L S 4251 + =59
190, 29 nzaggf]

T 3072 192




Setzen wir

. F
(52) T,y == V.,. + 5

so folgt unter Vernachlissigung der Glieder mit n?

i ng  nf g %

(53) T0u=Tu[1—161— 1 o T 1—35——?
Damit haben wir nun die Mdglichkeit gewonnen, N zu bestimmen.
Wir lassen das elastische Pendel am selben Ort schwingen (¢ und y

bleiben unverindert) und bestimmen die zugehorigen Schlagdauern

T (x4, ©,) und T, (&, &) und aus ihnen mit Hilfe der Formeln (41) und

(33) Tound T

ou’

Aus (42) folgt

dann konnen wir N wie folgt berechnen.

J
T, = = — YN
¢ %

Aus (52) finden wir analog

I / J ,/
(54) 1 o == T —_— .- S
1

Y

konnen wir schreiben =

Tty T 41
Y
Nun ist aber nach (13)
7 _ N+1
] y - l\r
Damit wird
B y 1 _ N
(o2 r+y NFI1 T IN T 1
a1 W B |
N
und
| J Y N
{86} Tou_'”]/y 2N + 1

Wir dividieren (42) durch (56) und erhalten

T o
_T_"— = Y2 N + 1 und daraus

ou
2

2N +1 = : und
. ott
(57) N — Tﬁ - Tgu _ (To - Tou) (To + Tou)
B 2 Tez)u 2 Tgu

Da wir so also in der Lage sind, auf jeder Station die Astasierung N
zu ermitteln, konnen wir also auch nach der dynamischen Methode das
durch die Formel (18) gekennzeichnete Problem lisen.
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Bei der dynamischen Methode wird die Berechnung aber bequemer,
wenn man nicht auf die ,,Astasierung“ N zuriickgeht, sondern nach
dem Vorschlag von Holweck® zweil geeignete Instrumentalkonstanten
einfiihrt.

Wir gehen von der Formel (33a) aus.

(33a) Ty = |/—J— =wl/;
T— Y T — mpg

und erkennen, dal3 es einen Wert von ¢ gibt, den wir mit g, bezeichnen -
wollen, fiir den der Nenner von (33a) verschwindet, wo also

T—mpg, = 0.
Dieser dem betreffenden Instrument eigene Wert g, wird daher

-
mp

(58) Jo =

Fiir ihn wird N = oo; Ty = o0
go mufl} natirlich so grof3 gewihlt werden, dall es grofler ist, als
alle zu erwartenden Werte von ¢ und dall die Astasierung N nicht zu

grofl wird.
Durch Quadrierung von (33a) erhalten wir:
J
= 2 - 2
(59) T3 17 T —mpy
Wir setzen
g = 9o+ (9 — o)
und erhalten damit aus (59) .
g = md 1
Wir setzen
2
(60) B 2
o p

g, und K sind reine Instrumentalkbnstanten, unabhéngig vom
Beobachtungsort.
Wir erhalten damit:

(61) g = g — v
0
Sobald g, und K bekannt sind, 148t sich mit Hilfe von (61) das ¢
aus T, in der einfachsten Weise berechnen.
Aus (52) erhalten wir
J

2 2 &

(62) T = ™ sy

1 F. Holweck, Chef des Travaux a l'Institut du Radium de la Faculté des

Sciences de 1’Université de Paris, Description du nouveau gravimétre Holweck-
Lejay. Résultats obtenus. Bulletin géodésique 1935, n® 46, pages 295-303.
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Aus (59) und (62) bilden wir:

Jz
T2 « T2 — g4 .
o W ST G mpg) (7 + mpg)
und
(64) T — T2, =W2J( ! — | )
0 T— Mpyg T+ mpg
== S ol “ MRy

(r—mpg) (r+ mpg)
Damit wird

-0 wnd K

T: — T  mp 2g 2g

und wir erhalten:

Tﬁ ) Tgu
- w =ty —
Aus (61) ergibt sich
K
o = g + Tg

Setzen wir hier K nach (65) ein, so folgt

2

(66) m i B e e e _1+2J_“__
S ng___Tgu_g Tg—_Tl?u

‘Wenn wir daher auf einer Station mit der Schwerebeschleunigung g,
die wir schon kennen, die Schlagdauer unseres Pendels mit Gewicht oben
(T,) und Gewicht unten (Tou) bestimmen, so kénnen wir mit Hilfe der
Formeln (65) und (66) die Instrumentalkonstanten ¢, und K ermitteln
und mit ihrer Hilfe auf jeder Station mit unbekanntem ¢ dessen Wert
allein aus der Bestimmung von 7'y mit Gewicht oben nach der Formel (61)
berechnen.

Aus der frither abgeleiteten Formel

'|/J —
T0=7T TVN

finden wir die Beziehung

g T?
W = K

Daraus erkennen wir: Wihrend beim gewdéhnlichen (nicht astasier-
ten) invariablen Schwerependel g T? konstant ist, ergibt sich beim
astasierten elastischen Pendel

g T3

N = konstant = K

(67)
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Man erkennt aus dem Vorstehenden, insbesondere aus den Formeln
(65), (66) und (61), dal man nur auf einer AnschluBlstation, auf der ¢
anderweitig bestimmt ist, Messungen der Schlagdauer mit Gewicht
unten durchfithren muf}, sich im librigen aber auf die Ermittlung der
Schlagdauer in der Normalstellung, mit Gewicht oben, beschrinken
kann. Holweck zeigt a. a. O., dal man iiberhaupt auf die Messungen
mit Gewicht unten verzichten kann, wenn man die Schlagdauer mit
Gewicht oben auf zwei Stationen mit bekannten g-Werten, die aber
moglichst stark voneinander verschieden sein miissen, bestimmt. Man
erhilt damit ebenfalls die Instrumentenkonstanten ¢, und K. Wenn
mehr als zwei Anschlufistationen vorhanden sind, bestimmt man g,
und K durch eine Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Qua-
drate. Wir treten hier darauf nicht niher ein.

Bisher haben wir vorausgesetzt, dal3 unser Pendel mit einem Tor-
sionsdraht verbunden sei. Diese L.osung hat aber verschiedene Nachteile.
Pater Lejay, ein franzosischer Geodét, hat seinen Schweremesser so aus-
gebildet, daf3 er die Pendelstange aus Quarz an einer kurzen Feder aus
Elinvar befestigt hat. Seine Konstruktion ist dann von F. Holweck ver-
vollkommnet worden. Um die Dédmpfung der Pendelschwingungen durch
die Luft moglichst zu vermindern, schlol er das Pendel in eine fast luft-
leere Rohre ein, die man in der Figur 1 schwach angedeutet erkennt.

In diese Rohre ist aullerdem ein empfindliches Thermometer ein-
geschlossen, um die Temperatur der Feder bestimmen zu konnen. Der
Elastizititskoeffizient und damit der Torsionskoeffizient sind nédmlich
von der Temperatur abhingig. Der Apparat ist ferner mit einer Spiegel-
ablesung versehen, um die Amplitude bestimmen zu koénnen, ebenso wie
die GroBle @,, d. h. die Abweichung der Ruhelage von der Lotrechten.
In der Figur 2 erkennt man die empfindliche Libelle, die zur maéglichst
korrekten Aufstellung des Instrumentes verwendet wird. Um die Schwin-
gungsdauer moglichst genau bestimmen zu konnen, werden die Schwin-
gungen elektrisch registriert. Da die Masse des Pendels sehr Kklein ist (einige
Gramm), so kann natiirlich keine Rede davon sein, irgend eine mechani-
sche Registrierung zu verwenden. Vielmehr unterbricht eine oben an der
Pendelstange angebrachte diinne Stange einen Lichtstrahl, wenn das
Pendel durch die Ruhelage geht. Dieser Lichtstrahl wird auf eine photo-
elektrische Zelle geleitet. Mittels eines Verstirkerapparates werden die
Strome, die in der Zelle durch die Belichtung entstehen und durch die
Verdunkelung verschwinden, so weit verstirkt, daB ein elektro-magneti-
scher Registrierapparat betitigt werden kann. -

Der Apparat von Holweck-P. Lejay besitzt in Paris (g = 980.941 gr
cm'z) eine Astasierungskonstante N = 172.61. Die Schlagdauer betrigt
bei Stange oben 3.1735 Sekunden. Man registriert entweder 20 Voll-
schwingungen, was ca. 2 Minuten dauert oder die ersten 5 Vollschwingun-
gen und die 50., 75. und 100. Schwingung. Da die Registrierung im ersten
FFall auf 1/,,, Sekunde genau erfolgen kann, so erhilt man die Schwin-
gungsdauer mindestens auf 1/,, 4., Sekunde genau.

Mit diesem Apparat haben sowohl Holweck, wie P. Lejay und andere



der Schutzzylinder ist entfernt.

-

Fig. 1. Ansicht des Pendels



Fig. 2. Pendel auf den Dreiful montiert; rechts das Ablesemikroskop; links das
System zur Beleuchtung und zur Beobachtung des Thermometers.



i soscons Ao A

Transportart des Pendels im Automobil. Gedampfte, elastische Aufhingung.




Fig. 4. Ansicht des Pendels auf seinem Feldstativ. Dahinter das Automobil, das dem
Beobachter als Sitzgelegenheit dient; der Sitz ist am Chassis befestigt und stiitzt sich
auf zwei auf den Boden aufgesetzte KlappfiiBe.
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weitgehende praktische Versuche angestellt. P. Lejay hat auf seiner Reise
nach Zi-ka-wei in China Messungen auf 12 Stationen ausgefiihrt. Da die
Schwerewerte auf diesen Stationen schon mit Hilfe der bisher fast all-
gemein verwendeten Methode von Sterneck genau bestimmt gewesen
waren, so ergaben sich interessante Vergleichsmoglichkeiten. Die mittlere
Abweichung der mit Hilfe des elastischen Pendels gefundenen Schwere-
werte von den frithern betrug 4 1.5 Milligal (Ein Milligal ist 0.001 cm
sec’®). Damit hat sich die Methode als bemerkenswert genau erwiesen,
wenn man bedenkt, daBl der mittlere Fehler eines Schwerewertes
bei den Bestimmungen in den Jahren 1911—1918 mit Hilfe der von
Sterneck’schen Methode in der Schweiz + 0.8 Milligal betragen hat.

Die Messungen mit dem Schweremesser Holweck-Lejay kénnen aber
viel rascher und einfacher ausgefithrt werden als diejenigen mit dem von
Sterneck’schen Verfahren. Es geniigt eine viel einfachere Bestimmung des
Ganges der Beobachtungsuhr; eine vollstindige Beobachtung ist viel
rascher durchgefiihrt.

P. Lejay hat mit diesem Apparat in sehr kurzer Zeit gute Schwere-
messungen auf 10 Stationen in Indochina und auf 37 Stationen in Nord-
Ost-China durchgefiihrt. Dieses Gerit mul} daher als eine sehr wertvolle
Bereicherung der geodétischen Instrumententechnik angesprochen
werden. Es wird fir die Feldbeobachtungen in einem Automobil trans-
portiert, in dem es mit einer elastischen geddmpften Aufhingung be-
festigt wird, um es vor Stélen zu bewahren (Figur 3). Figur 4 zeigt die
Aufstellung des Apparates auf einem Dreifufl.

Die 4 Figuren wurden uns in zuvorkommender Weise von Herrn
General Perrier, dem Redaktor des Bulletin géodésique zur Verfiigung ge-
stellt; sie sind dem oben zitierten Aufsatz von F. Holweck, entnom-
men.

Um den Artikel nicht ungebiihrlich auszudehnen, verzichten wir
auf Genauigkeitsfragen der dynamischen Methode néher einzutreten. Nur
soviel sei bemerkt, daB3 die dynamische Methode beim astasierten ela-
stischen Pendel hohere Genauigkeiten zu erreichen erlaubt, als die stati-
sche Methode. Es lag uns nur daran einen weitern Leserkreis auf die in-
teressanten neuen Instrumente zur Schwerebestimmung hinzuweisen, da
dieselben in der Form von Holweck-Lejay bemerkenswerte Perspektlven
erofinen.

Spéter wollen wir eventuell auf neuere statische Schweremesser kurz
eintreten.

Das Statoskop.
Von A. Schonholzer, dipl. Ing.

Seit einigen Jahren steht der Luftphotogrammetrie ein neues In-
strument zur Verfiigung, das eigens fiir ihre Zwecke konstruiert wurde.
Es ist dies das Statoskop, eine Erfindung des Finnen Dr. Vaisild; es stellt
im Prinzip nichts anderes dar als ein sehr empfindliches Aneroid und
dient zur Ermittlung von Héhendifferenzen zwischen Luftaufnahme-
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