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Eine dhnliche Aufgabe ergibt sich, wenn bei einer Strale die beiden
Randsteine im nidmlichen Profil nicht auf gleicher Hohe sind. Wenn
die Ueberhohung b ist, so erhalten wir die Verschiebung y des Scheitels
von der Stralenachse nach Figur 2:
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wobei % das Quergefille darstellt. Es ergibt sich demnach fiir die Ver-

schiebung die jedem Arbeiter leicht zu behaltende Formel:
Verschiebung von der Achse gegen den hoher gelegenen Rand-

stein = halbe Ueberhohung in cm geteilt durch Anzahl 9,. Zum Bei-

spiel: Ueberhohung = 10 cm, Quergefille = 4 9,; also Verschiebung

2— =1.25 m. Zugleich ist der Scheitel um h — % hoéher als der hohere

Wasserlauf gelegen.

Ziirich, den 27. Januar 1938.
Henri Huber, Adj. d. Str.-Insp.

Zur Berechnung der Flichenverzerrung bei der
winkeltreuen Zylinderprojektion.

Von Dipl.-Ing. F. v. Kobold, Bern.

Herr Kantonsgeometer Leemann hat in einer im Jahrgang 1934
dieser Zeitschrift veroffentlichten Studie untersucht, welche Verzerrung
ein auf der Kugel gelegenes Fldachenstiick durch winkeltreue Projektion
auf einen die Kugel berithrenden Zylinder erleidet. Der Gedankengang
dieser Herleitung, die von einem sogenannten Kugeltrapez ausgeht, ist
kurz folgender:



- Von der in Figur 1 dargestell-
ten Kugelfliche P,CDP, wird vor-
ausgesetzt, dall ihre Grundlinie
CD im Berithrungskreis des Zy-
linders und ihre Seiten b, und b,
in dazu senkrechten GrofBkreisen
liegen. Auch der Bogen P, P, sei
ein Stiick eines Groflkreises. Die-
ses Kugeltrapez erscheint aufdem
abgewickelten Zylinder als ebene
Fliche P;C’D’P, (Figur 2), die
durch die Geraden P;C’, C’'D’,
D’P; und das leicht gekriimmte
Bogenstiick P P; eingeschlossen
wird. Fiir alle Berechnungen mit
ebenen Koordinaten wird der Bo-
gen PjP; durch die Gerade Figur1

P;P; ersetzt, indem man die

Winkel bei P; und Pj, die der winkeltreuen Projektion wegen gleich
den sphirischen Winkeln bei P, und P, sind, um die Betrige d, und
d, — sogenannte Azimutreduktionen — verkleinert. Demgeméil wer-
den auch fiir alle Flichenrechnungen die projizierten Grofkreishogen
durch Gerade ersetzt, so daB dem Bogen P, P, des Kugeltrapezes die
Gerade P;P; in der ebenen Projektion entspricht. Die Differenz zwi-
schen dem rektifizierten, ebenen Trapez und dem Kugeltrapez ist die
zu untersuchende Flichenverzerrung.

Die Winkelsumme des Kugeltrapezes, die in dem nicht rektifi-
zierten Zylindertrapez erhalten bleibt, betriigt:
27+ €

worin e den sphirischen Exzel3 bedeutet, der sich bekanntlich aus dem
Flicheninhalt F berechnen lal3t zu

X| arCEZ-Eé

A _ Anderseits betrigt die Winkel-

summe des nicht rektifizier-
ten Zylindertrapezes

27+ dy + d,

Aus diesen Gleichungen
folgt die Beziehung

FK = R? (dl < dz)

> Y Setzt man hier die Ausdriicke
fiir d, und d,, wie sie Jordan
II1 oder Rosenmund geben,
ein, so erhidlt man die Kugel-
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trapezfliche ohne weiteres als Summe der ebenen Trapezfliche und
der gesuchten Verzerrung.

Diese, von Herrn Leemann gegebene Losung ist dullerst elegant,
sie setzt aber die Richtigkeit der nicht einfach herzuleitenden Formeln
fiir d, und d, voraus.

Man kann die gesuchte Flichenverzerrung auch auf elementarerem,
allerdings umstindlicherem Wege herleiten, indem die Differenz der
Flicheninhalte des Zylinder- und des Kugeltrapezes direkt gebildet
wird. Dies soll im folgenden gezeigt werden. — Dabei geniigt bei den
Reihenentwicklungen die Mitnahme von Gliedern bis und mit der
dritten Ordnung, und ferner sei der Kugelradius zunichst gleich eins
angenommen.

1. Berechnung der Fldche des Kugeltrapezes.

Das Kugeltrapez CDP,P; setzt sich aus unendlich vielen Kugel-
Differentialtrapezen von der Grundlinie dA und der mittlern Héhe b
zusammen, Die Flidche eines solchen ld3t sich leicht berechnen. Bildet
man namlich eine beliebige, auf der Kugel gelegene Flache auf einen,
die Kugel berithrenden Zylinder so ab, daBl alle Projektionsstrahlen
senkrecht zur Zylinderachse stehen, so sind Originalfliche und Ab-
bildung einander flichengleich. Dieser Satz, der aus den Elementen
der Stereometrie hervorgeht, soll mit der Tissot’schen Indikatrix wie
folgt bestitigt werden.

Bekanntlich sind Abbildung und Original einander flichengleich,
wenn das Produkt der VergréBerungsverhiltnisse fiir die zwei Haupt-
achsen eines beliebigen Punktes gleich eins ist. Da sich Meridian und
Parallelkreis auch in der Projektion rechtwinklig schneiden, stellen sie
die Hauptachsen dar.

Das VergroBerungsverhiltnis im Meridian wird (siehe Figur 3)

__dbcos b

B = b = cos b,

und das VergroBerungsverhiltnis im Parallelkreis ergibt

a1
dlcos b~ cosb’

das Produkt der beiden ist somit
gleich eins.
b (sinb) Die Kugeldifferentialtrapeze wer-
den daher durch die flachentreue
| Abbildung zu Zylinder-Differential-
db B trapezen von der Grundlinie dA und
der mittlern Hohe sin b, ihr Inhalt
b betrigt also

] I dFy = sin b - dA

und der Inhalt des Kugeltrapezes
wird daher

A =




— 923 —

Ae
FK:jsin b ax (1)
X

Es werde nun der Winkel, den der GrofBkreis durch P, und P, mit
dem Grundkreis einschlieBt, mit a bezeichnet und die Linge A vom
Scheitelpunkt A aus gezihlt. Dann folgt aus dem rechtwinkligen,
sphirischen Dreieck A PE fiir b, das in Gleichung (1) als Funktion von A
einzusetzen ist

tg b = sin A tg a

Setzt man zur Abkiirzung

tg o = a
und entwickelt b und A in Reihen, so wird
tg b:b+-§+....:a)\———‘%}f+... (2a)
b—ar — 22X (2b)
Damit erhilt man fiir den in (1) bendétigten sin b
sin b = a\ — "%3 — 332’\3 (2¢)
und der Inhalt des Kugeltrapezes V\;ird nach (1)
A2
Fg =f(ah — %» — a;») d
1
Die Integration ergibt
a a as
Fp=5 W —2)— 50 O —2) — £ % — M) @)

Da fiir A = 0 auch F = 0 sein muB, betrigt die Integrationskonstante 0.

2. Berechnung der Fldche des Zylindertrapezes.
Nach Figur 2 wird die ebene Zylindertrapezfliche C'D’'P,P/
1
F, = 5 Ay — A (x5 + =) (4)

worin nach dem Gesetz fiir die winkeltreue Zylinderprojektion zu setzen
ist:
b

b, b zd
5 _ b
1 _fcos b T2 —f cos b (42)
0 0

, (" d b _ b
x _fcosb_-f(1—|—?—-....)db_b+?.
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Der Inhalt der Trapezfliche wird somit

Fz =5 Qa—2) [0 + ) + & % + )] 5)

3. Berechnung der Trapezfldchenverzerrung AF.

Die Differenz der Ausdriicke (5) und (3) gibt die gesuchte Flachen-
verzerrung

1 1
Fy— Fg=AF =5 Q=) {5+ b) + 5 % + )]
— 5 =)+ 5 (M — M) + ¢ (A — 2 ()

Unter Beriicksichtigung, daB fiir Glieder hoherer Ordnung a+ A = b
gesetzt werden darf, folgt aus (2b)

1
@y + A) = (b + b) + & By + X)) + 5 (B + b
Hier 148t sich das Glied mit a@® in folgender Art umformen
3 3 (A — A
Cwm—ny =T LMo 40y 08+ ) =

2

_ (ia%’\l) {b32 by b2, + by by + bsl}
Damit gehen die vom Kugeltrapez herrithrenden Glieder iiber in
— 0 A g O — M)+ T, — My =

mﬁ_(A2;A1)(b2+ b) — gz M — g3 MW+ g5 M+ -

a
+ oy My — o M

L QA g, oy + B A (g, gy, 40, 8 4 B

8

Aa— A a :
— 9 (bs + by) — o4 [(’\2 + /\1) (Az - A1)]

I

1 A—

3 2 Y (9, 4 by + Qe A

8

(b + by 0%y + b, B2, + B3y)

SchlieBlich wird die Differenz AF
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AF = £\ — ) (e + b)) + 5 O — A) @ B + 2 17)

=N

1
— 5 A —A) (b2 + b)) — 57 (A — A (4 0% + 40%)

)

+ogp (a— X)) BB + 3 1) +

1

1
+ ‘ﬂ (/\2 - Al) (3 bl b22 + 3 bz bzl)“ﬂ (bz + bl) (Az - Al)s

AF = + 50 Qo — W) 0% + ) + 35, 0% + 30,0
1
T 94 (by + by) (/\2 — Al)a

1 3 —_— 3 .
AF = 52 {00 — ) (b + b — G+ 5) e — AP} @

Die Gleichung (7) gibt die Flichenverzerrung als Funktion von Lénge
und Breite fiir eine Kugel vom Radius 1. Fiir eine Kugel vom Radius
R ist der Ausdruck mit R? zu multiplizieren, und wenn man ferner y’
und x’ einfithrt an Stelle der A und b, entsprechend den Ausdriicken

b3
y = A-R x’:R(b—i—ﬁ....)

so wird die Flachenverzerrung

1 ’ r ’ ’, ’ # 4 )
AF zw{(yz i yl) (.’1:2 + x1)3 I (x2 + xl) (y2 - yl)s} (8)

vollstindig iibereinstimmend mit der von Herrn Leemann angégebenen
Formel.

Im Anschlufl an eine Studie von Herrn Stadtgeometer Bertschmann
iber die praktisch auftretenden Betrige der Flichenverzerrung hat
Herr Prof. Dr. Baeschlin im Jahrgang 1935 dieser Zeitschrift die Flichen-
verzerrung eines Rechteckes untersucht. Man kann die dort ermittelten
Ausdriicke auch leicht aus den soeben dargelegten herleiten.

Vernachlissigt man némlich in (8) das zweite Glied, so lautet der
Ausdruck fiir die Flichenverzerrung eines Rechteckes, dessen Seiten
parallel zu der x- und y-Achse liegen, und dessen Ecken infolgedessen
die Koordinaten

Yo Xq — Yps Ty — Yps Tp — Yo Tp
haben ‘



AF — __1_ 2 3 : 1 2 3

1
:S_ﬁ(yB“'yA) (g — x%4)

i)
= 5 m Wp—Ya) @p—24) (Fp + Tpxy + %)
Das Verhiltnis des Zylinderrechtecks zum Kugelrechteck wird daher

Fz AF 1
Fe 1t F Tltgg@streiat ) 9

identisch mit Formel (6) von Herrn Prof. Baeschlin.

An Stelle dieser strengen Formel hat Herr Stadtgeometer Bertsch-
mann die Differentialrechteckverzerrung fiir den Mittelpunkt des Recht-
eckes verwendet. Ein Kugeldifferentialrechteck von den Seitenlingen

d\ - cos b, db

geht durch winkeltreue Projektion entsprechend den Gleichungen (4b)
iiber in ein Rechteck von den Seiten

db
cos b

’

Das Different'ialﬂéchenverhéiltnis wird daher

d) - db 1 \ x?
= db oty Y1 1+ ¥=1+4

Wendet man diese Formel auf endliche Flichen an, indem man

Ty + T
T=—3
setzt, so wird
]‘ .

Bildet man nun die Differenz zwischen der genauen Formel (9) und
der genidherten (10), so wird der Fehler der Rechteckverzerrung, der
wegen der Anwendung der Differentialformel auf endliche Flichen
entsteht

D 2N SN
3A4F = F f, = 19 & (xg — x4) (11)

Diese Gleichung ist identisch mit dem von Herrn Prof. Baeschlin ge-
gebenen SchluBausdruck.

Der Gauf3’sche Beweis des Satzes von Legendre.

Von den zahlreichen Beweisen, die iiber den Safz von Legendre in
der Fachliteratur zu finden sind, diirfte unzweifelhaft derjenige am
interessantesten sein, den Carl Friedrich Gauf3 erstmals seinem ehe-
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