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Détermination de la pesanteur au moyen du pendule
de Sterneck. Etude du boitement.
Par Pierre Wiser, Ingénieur A. I.Lg. et A.I.M.

Soient ga l'accélération graviflque absolue en un lieu pris comme
origine et Sa la durée d'oscillation d'un pendule en ce lieu. Soit d'autre part
S la durée d'oscillation du même pendule en une station quelconque,
l'accélération relative g en cette station se calculera par la formule:

9S2= 9a S*a

Le problème de la détermination de la pesanteur se ramène donc à

une mesure aussi précise que possible de la durée d'oscillation d'un pendule

donné. Les valeurs observées seront corrigées pour toutes les
conditions locales d'expérience (température, pression, marche du chronomètre

de comparaison, etc..) Les valeurs corrigées, introduites dans
la formule ci-dessus, donneront la valeur de g en chaque station.

La précision nécessaire ne peut s'obtenir par observation directe de
la période d'oscillation. On mesure, par un procédé optique, la coïncidence

entre un chronomètre battant la seconde et un pendule dont la
période est un peu plus grande qu'une seconde.

L'appareil de Sterneck qui a été employé en Suisse, se compose
essentiellement d'un pendule, d'un appareil de coïncidence et d'un
chronomètre à contact électrique.

La commission géodésique suisse a employé quatre pendules, trois
en laiton avec couteau d'agathe, un en acier avec couteau d'acier. Chacun
de ces pendules pèse environ un kilogramme et leur longueur, d'environ
25 cm, leur donne une période d'oscillation voisine de la seconde1.

1 Das „Schweizerische Dreiecksnetz", herausgegeben von der Schweiz.
Geodätischen Kommission. 7. Band. Relative Schwerebestimmungen, I. Teil.
Bearbeitet von Dr. J. B. Messerschmitt, Zürich 1897.
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A la partie supérieure, un petit miroir est fixé parallèlement à la
tige, ce miroir est donc vertical quand le pendule est au repos.

Le couteau repose sur une plaque d'agathe supportée par un
trépied en cuivre coulé. La mise en station se fait au moyen des trois vis
calantes du trépied, un niveau cavalier contrôlant l'horizontalité
absolue de la plaque d'agathe.

L'appareil de coïncidence consiste en une boîte rectangulaire en
laiton surmontée d'une lunette. La face antérieure de la boîte porte une
échelle gravée sur verre munie en son milieu d'une fente horizontale
correspondant au trait zéro.

La boîte est placée devant le pendule immobile de façon que l'image
de l'échelle réfléchie par le miroir du pendule soit visible dans le champ
de la lunette. La boîte étant montée sur trois vis calantes, on peut, en
manœuvrant celles-ci, amener la fente sur le trait horizontal du réticule.

La paroi latérale de la boîte est percée d'une ouverture devant
laquelle se place une lampe. Le faisceau lumineux qui pénètre dans la boîte
tombe sur un miroir incliné à 45° qui le renvoie vers l'avant à travers la
fente de la face antérieure et de l'échelle.

La boîte contient encore un électro-aimant qui, à circuit fermé,
attire un levier vers le bas. Celui-ci, à circuit ouvert, est repousse vers
le haut par un ressort antagoniste. L'extrémité libre du levier porte une
plaque métallique munie d'une fente. Cette plaque, qui se meut entre
le miroir et la fente de la face antérieure, intercepte le rayon lumineux
aussi longtemps que la fente de la plaque et celle de l'échelle ne
coïncident pas. Au moment de la coïncidence, le rayon lumineux passe et
l'on voit dans la lunette la fente instantanément éclairée.

C'est l'échappement du chronomètre à seconde qui ferme le circuit
de l'électro-aimant. On observe donc dans la lunette deux éclairs par
seconde, l'un à la fermeture du circuit, l'autre à l'ouverture. Le premier,
étant plus régulier, intervient seul dans les mesures.

Fonctionnement de l'appareil: Quand le pendule oscille, l'image de
l'échelle se déplace dans le champ de la lunette. Par rapport au fil
horizontal du réticule, le trait zéro (fente) monte et descend. La distance
entre le fil et la fente est une fonction sinusoïdale du temps, directement
proportionnelle à l'élongation du pendule.

Soit S la demi-période (Schlagdauer) du pendule, la fente et le fil
horizontal coïncideront aux moments: 0, S, 2 S, 3 S. n S.

D'autre part, la fente est éclairée une fois par seconde. Au temps:
t 0, on a vu l'éclair sur le fil horizontal. Si S valait y2 seconde, l'éclair
et le fil coïncideraient chaque fois, c'est-à-dire aux temps 0, 1, 2, 3.
n secondes. Mais comme S est différent d'une demi seconde, l'éclair
suivant apparaîtra à une certaine distance du fil. Cet écart, qui provient de
la différence de phase entre la marche de la montre et celle du pendule
est également une fonction sinusoïdale du temps. L'écart grandit, passe

par un maximum et s'annule de nouveau au temps C. Exprimé en secondes
de la montre, C est l'intervalle de coïncidence.
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Remarque: En général, l'éclair et le fil ne coïncident pas réellement. On

interpole le moment théorique de la coïncidence entre deux positions
successives de l'éclair, situées de part et d'autre du fil du réticule. Cette
interpolation est admissible, la vitesse d'oscillation étant presque
constante aux environs du zéro.

Le phénomène de boitement: Si nous considérons une serie quelconque parmi

les observations du Dr Messerschmitt, nous constatons en général
que les intervalles successifs de coïncidence ne sont pas égaux. Par exemple;

C1yCi 55? 9

C3yCt= 55.9

C,yC6= 55.9

1. 23h 44- 7?1

2. 39.1 C.-32-0
3. 15 13.0 J

Ca — 33.9

1. 45.1}C3=32.1
5. 46 18.9 C" 33-8

(i. 51 0}C5 32.1

7. 47 24.8 C(i 33'8

etc.1
Cette anomalie provient d'une mise en station défectueuse. En pareil cas,
il se peut que la coïncidence ait lieu, non pas lorsque le pendule passe à
la verticale, mais pour une certaine elongation S du pendule. Les écarts
maxima du trait lumineux par rapport au fil du réticule ne sont plus les
mêmes vers le haut et vers le bas, ce qui entraîne l'inégalité des
intervalles de coïncidence successifs.

Toutefois, cette anomalie n'introduit pas d'erreur sensible dans les
calculs si l'on considère un nombre pair de coïncidences, car la somme de
deux intervalles successifs reste constante ainsi qu'on le voit par
l'exemple ci-dessus et comme nous allons le démontrer.

On établira tout d'abord les équations du mouvement du pendule
et du mouvement de la montre.

On en déduira l'équation du mouvement du trait lumineux et la
relation entre les demi-périodes S et C. On cherchera ensuite l'expression
mathématique des anomalies, d'où l'on déduira la constance annoncée.
Deux méthodes de calcul, par les elongations et par les vitesses, nous
conduiront aux mêmes conclusions.

1. Mouvement du pendule: Soit un pendule de masse m. Si l'amplitude
des oscillations est petite et si l'amortissement est faible, comme c'est
le cas pour le pendule de Sterneck, la solution de l'équation différentielle
du mouvement s'écrit:

cp e-Kt (P cos p,t + Q si" r*0 C1)

dans laquelle: cp est l'élongation au temps t

K est défini par la formule: —r- 2 K, la résistance de

1 Voir 1. c. page 113, station Lugano, mai 9, 1895.
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l'air, proportionnelle à la vitesse, et dirigée en sens
opposé, étant donnée par: R AV

P et Q sont des constantes d'intégrations que nous allons
déterminer.

Plaçons l'origine des temps au moment où le pendule passe à la verticale.
Pour t 0: cp 0 donc P 0

L'équation (I) devient:
cp e-Kt Q sin p.t (la)

La vitesse angulaire à chaque instant est donnée par:

co -— e-Kt Q (p cos pt — K sin pi)

Soit tm le moment où le pendule atteint son elongation maxima cpm. A
cet instant la vitesse est nulle :

wtm e-K'm Q (H- cos Kjj ~ K sin M'».) °

C'est-à-dire, puisque: e-K(„, Q n'est pas nul.

p cos ptm — K sin fitm 0

p cos ptm K sin ptm

Posons: /t*m arc tg £- A tm -
On a: cpm Q e-Ktm sinptm Q e-Ktm sin À

1 / tg2 A 1 / "j^i 1 / /x2
Or: sin A [/ 1+tg2A J/ ^ [/ g, + ^.

1 +lCi

D'où l'on tire: Q ?„, e-pr [/ -j-^-
Posons: Q <£> constante, l'équation (la) devient:

p <f> e-Kt sin ^ (lb)

On voit que co 0 pour: t 0, —, —. —. Pour: t -, on retrouve:
p p p. p

9 9m-

Le mouvement du pendule de Sterneck (demi-période: s «=* 0,508 sec.) est
donc donné par la formule:

cp <ï> e-K' sin t
s

(H)
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2. Mouvement de la montre: La seconde de la montre étant prise pour
unité de temps, le mouvement de la montre peut se représenter par:

t © sin 2 tt t (III)
Le contact électrique s'établit chaque fois que t 0, c'est-à-dire pour:

t 0, 1, 2, 3, n.

La différence de phase entre le pendule et le trait lumineux est donc:

n\_
s ', r(2_4) *-.-?£=!<-.£* (iv)

L,'intervalle de coïncidence, exprimé en fonction de s est donc:

C ^J-^ (IV«)

Inversement, connaissant C, on peut calculer s par la formule:
c

2C—1 (IV*)

3. Mouvement du trait lumineux: Il résulte des formules (II) et (IV) que
le mouvement du trait lumineux est donné par:

(D e-Kt sin — t (V)

Si l'appareil est bien réglé, les coïncidences successives ont lieu lorsque:
a 0 (t 0, C,2 C, nC).

Les intervalles de coïncidence successifs sont donc égaux.

Etude du boitement:

Supposons que la coïncidence ait lieu, non plus pour a 0, mais pour
a 8.

Condition: -^ doit être petit. Au cours des observations, -=- n'a jamais

dépassé: 0,05.

A. Calcul par les elongations.
La première coïncidence a lieu pour:

8 <I> e-Kt_ sin y tx

Posons: — D constante. Il vient:

sin ~- tx D eKt_

En pratique, y, fj est un petit angle, toujours inférieur à 3°. On peut
donc écrire:

-^tx= D eKt_

avec une approximation < 10.000
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Développons en serie la fonction exponentielle. On a:

K2 P K3 t3 Kn In

Au cours des observations, Kt ne dépasse jamais: 0,2. La valeur maxima
Q

du troisième terme est donc: 0,02. D'autre part, D — =*> 0,5 sec, l'erreur
77

sur le calcul de / ne peut donc dépasser: 0,01 sec.
Comme le dispositif d'observation ne permet d'apprécier que le

dixième de seconde, les valeurs données par le calcul resteront en accord
avec les observations même si nous ne conservons que les deux premiers
termes du développement.

On a donc: ~tx D eKt_ D (1 + Ktx)

C'est-à-dire: tx C -. _, _tt — K C D
Soit t2 le moment du deuxième passage en S, on a:

sm -g t2

Ramenons dans le premier quadrant:

sin -J- U D eKt_

sin -y t2 — sin 177— „ t2\ =- D eKt_2) D

On peut écrire:

77 — -^- t2 D(l y Kt2)

t -c-^-D2 ~
77 + KCD

Pour /3, moment du troisième passage:

sin -£-*„= D eKt3

sin ~U= sin (-g- t3 — t\ D

¦^-'s— 2 77 D(\ y Kt3)

i r J?_± 2 n
3 ~ ^

TT — KCD
Pour tt, on obtient:

sin y tt D e*',

sin y t. sin (3 ir — ~ /4) L» e*<4

377 — -J-/t=JD(l +«4)

377-D
4 ~" u

77 + .KCD
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'271—1 C
D + 2 77 (n — 1)

77 — K CD

<2„ c (2/1 —
77 +

1) 77 —
K CD

D

Soit Cj le premier intervalle de coïncidence, on a:

Cx-t2-tx-c [-y KÌTD
De même:

C -t-t c\ 2n+D°2 3 ^-^Ltt — kcd
3tt — D

D 1
j?cdJ

2Dtt — ttKCD

tt -

-U—tt c

-tt—u c

¦n y k
D +2t7

—1CD-1

+ ZCD
4t7 y d

-2tt 1

kcd!
3tt — D

tt — KCD d

T72- K2C2D2

772 + 2D 7r + 377Ä:CD
7T2-- X2C2D2

TT2 — 2D tt — òttKCD
TT2- K2C2D2

772 + 2D 77+ IttKCD
K2C2D2

En général:
^2n—1

^2n

772 — 2 tt D — (4 n — 3) 77 Ä" CD
tt2— K2C2D2

¦n-2 y 2ttD y (4 n — i) ttKCD
tt2 — K2 C2 D2

On voit que les intervalles impairs forment une progression arithmétique

décroissante de raison: —C —= ,.„ _, „ _.TT2 — a2 CD1
Les intervalles pairs forment une progression arithmétique croissante de

„ 4tt K CDraison: + C ^ _ R_^Par addition de deux intervalles consécutifs, on obtient:
772 + 77Ä'CD

Cx y c2 c3y ct C 9 C-U2n ^ 7r2_Ä2C2JT)2
2C

TT

Cette somme reste donc constante d'un bout à l'autre des observations.

B. Calcul par les vitesses:
La vitesse angulaire est donnée par la formule:

d cp
w Tf <ï> e-Kt (p cos p t — K sin p t)

<J> e-Kt
TT TT

COS -=- f Ksin-T t

On supposera que la vitesse est constante aux environs de son maximum,
c'est à dire pour les elongations de 0 à 8. On appellera: (w0)x (w0)2... (co0) n
les vitesses au moment des passages successifs du trait lumineux à la
verticale, aux temps: t 0, C, 2 C... n C

8
On a: ^

(«Jo),

(">o)i <l>

t -1Ç-
1 - «Ktt
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D'autre part:

De même:

En général:

<"o)
C

2 c y

(wo)a
"

<S>e-KC

SC
* TT

eKC= C—A(\yKC)

{ai»)

">t>)3

"»0)4

C

3 C

$e-2
«" )t
KC

2C y A (1 y 2 K C)

(«"0)4

<ï>e-3 KC
tt 3 C — A (1 + 3 Ä* C)

2n_! =2(n — l)C+d [1 +2(n-l)KC]
2n =(2n-1) C— A [1 +(2/1— 1)ä:C]

Les valeurs des intervalles sont:

Cx=t2—tx [C — A(l + KC)] — A C—J(2 y KC)
c2 t3—t2 [2cyA(iy2 KC)]—[c—A (i + k c)] c y A (2 y 3 kc)
C3 li—t3 [3 C—A (1 + 3Ä~C)]—[2C + A (1+ 2KC)] C—A (2 +5KC)
C4 /6—^4 [4C+J(1 + 4Ä-C)]—[3C—<d(l + 3/<:C)] C + J(2+7Ä*C)
En général: ^2n—1

<-'2n

C—A [2 + (4n — 3)KC]
C yA[2 +(4n — 1)Ä*C]

On retrouve les deux progressions arithmétiques établies plus haut, avec
les raisons:

— 4 K C A + 4 K C A

De même, la somme de deux intervalles consécutifs donne:
Gx + C2 — C3+ C4 C.In— 1 '2n 2C + 2AKC 2C(1+AK)

Comparaison des résultats:
Le calcul par les elongations donnait:

^2n—l T C2n — 2 C
TT — KCD 2 C

\—K CD 2C KA

K A étant très petit, on peut poser:
1

i — KA Ä

ce qui nous ramène à la valeur calculée par la deuxième méthode.

1 + KA

Remarque: Le ternie (1 + A K) étant essentiellement positif, il s'ensuit
que la valeur de C déduite des observations affectées de boitement sera
systématiquement trop grande. Toutefois l'erreur systématique est si
faible (A K^i 0,00006) et reste en deçà de la précision des mesures.
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