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Beitrag zum Schneidenplanimeter.
von A. Berroth, in Aachen.

"Allgemeinstes Prinzip aller Umfahrungsplanimeter:

Die einfachste und zugleich allgemeinste Theorie aller Umfahrungs-
planimeter geht auf den Ingenieur der franzoésischen Marine, M. Andrade?
(1874) zuriick, nach dem die Beziehung gilt (die am besten auch in den
Lehrbiichern der Theorie aller Umfahrungsplanimeter vorangestellt
wiirde):

A = F + B.

Hierin bezeichnet A die vom einen Ende des Fahrarms konstanter
Linge umfahrene (gesuchte), B die vom andern Ende umfahrene und
F die vom Fahrstab in algebraischem Sinne iiberstrichene Fliche.

Fiir diesen Satz hat . Runge? neben einem einfachen analytischen
einen anschaulichen geometrischen Beweis gegeben, welcher in Kiirze
hier folgt:

Nach Abbildung 1 gilt fiir zwei oo nahe Folgen des IFahrarms mit -
Q(y), Q' (& +de,y +dy), PEm), PP E + di, n + dn), 00, 0)
aus der Dreiecksformel folgend:

0QQ" = , -(xdy —- ydz)
OPP' = - (Edy — 3df)
0Q'P'— 0QP = &+ d (x — &)
dF = 0Q'P" — OQP ~ 00Q’ + OPP’
F = 5 len—yfl— 5 | Gy — yda) + 5 | Edn— nd).

M. Andrade, Mémorial du Génie Maritime 1874.
2 C. Runge, Das Stangenplanimeter, Z. f. Verm. 1895, 321.



Fig. 1. Grundbeziehung.

Hierbei ist ersichtlich, dafl der erste Ausdruck bei Riickkehr in
die Anfangslage verschwindet, wihrend die beiden folgenden die Flichen
B und A darstellen.

Schneidenplanimeter:

Auch fiir das von dem dénischen Kapitin Pryéz 1886 in der Tekniske
Forenings Tidsskrift erstmals beschriebene Schneidenplanimeter gilt die
obige Grundbeziehung und es sind in der Fachliteratur in der Folge eine
ganze Anzahl von Regeln angegeben worden, wie man sich von der
Bestimmung der Fliache der Schleppkurve B soll befreien kénnen, um
das Instrument praktisch brauchbar zu gestalten.

Wenn man jedoch nach diesen Regeln verfihrt, so zeigt sich,
da3 man nur durch seltenen Zufall zu Ergebnissen von geniigender
Genauigkeit gelangt, andererseits iiberrascht bei stets gleichen Wieder-
holungen die innere Genauigkeit der ausgefiihrten Messungen. '

Es ist somit zu vermuten, dal die Unstimmigkeiten nicht auf die
Unsicherheit der Schneidenbewegung zuriickzufithren sind, sondern
daf3 dieselben ihren Grund in der Unvollstindigkeit der in der Literatur
angegebenen Verfahrensvorschriften haben miissen.

Aus dem angegebenen Grunde hat der Verf. im Geod. Institut der
T.H. Aachen Umfahrungsproben auf allen méglichen Sorten von Papier
vornehmen lassen, wobei sich zeigte, dal die Art und Feinheit der
Faser von ausschlaggebendem Einfluf3 ist.

Die durch die Faserung hervorgerufenen systematischen Ablen-
kungen der Schneide verschwanden schlieBlich bei einem mit einer
feinen Gelatineschicht uberzogenen Papier vollkommen. Alle im fol-
genden mitgeteilten Ergebnisse sind deshalb auf einem von der Fabrik
bereits ausfixierten Bromsilberpapier® gewonnen worden.

Durch die als nahe kugelférmig anzunehmende feine Gelatine-
kornung ist auch der zufillige Fehler bei der Umifahrung so aufler-
ordentlich klein, da3 diese Methode erst gestattet, Fehlerbetrachtungen

8 Mimosa A.-G. Dresden, Papiersorte Bromosa Bl matt weill
glatt dinn Em Nr. 5824,
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anzustellen und den oben erwidhnten Unstimmigkeiten in der Be-
rechnung auf die Spur zu kommen.

Genauigkeitsuntersuchung:

Um jeder systematischen Ablenkung durch bereits vorhandene
Schleppkurven zu entgehen, wurden die Wiederholungen der Um-
fahrungen auf jedesmal erneuertem Bromsilberpapier vorgenommen.
Durch Beniitzung von Schienen oder Schablonen war dafiir gesorgt,
dal stets auch wirklich ein und dieselbe Fliche zugrunde lag. Die
Beillinge, die durch einen eingerissenen Strich markiert war, wurde -
am Anfang und Ende vorsichtig auf das Papier iibertragen.

Die Sehnenlingen wurden auf einem Komparator bei 10facher
VergroBerung gemessen und auf die Bogenlingen reduziert. Die Me[-
genauigkeit des Komparators betrug 0,01 mm, das Azimut des Mittels
aus Anfangs- und Endlage betrug stets (o°.

Im folgenden ist eine von vielen Umfahrungsserien eines Kreises
vom Radius 7,99 c¢cm mit einer Fahrarmlinge von 30,0 em wieder-

gegebhen.
Sehnenlinge mm = Zufallige Fehler mm

91.04 90.95 —0.022 --0.066
.00 91.04 +0.018 —0.024
.07 .01 —0.052 +0.006
.00 .10 +0.018 —0.084
.08 .00 —0.062 +0.016
.02 .02 —0.002 --0.004

90.96 .97 +0.058 +0.046
.96 .05 1+0.058 -—0.034
.98 .07 +0.038 —0.054
.06 .98 —0.042 --0.036
.97 .00 +0.048 +0.016
.07 .02 —0.052 —0.004
.99 .96 +0.028 -+-0.056
.05 .07 —0.032 —0.054
.02 .00 —0.002 -4-0.016

91.018 91.016

Der m. Fehler einer einzigen Umfahrung auf Bromsilberpapier
betrug 1 : 2000. Dies berechtigt zu folgendem Schiul}:

Wenn man weder bei der Messung noch in der Berechnung sich
Vernachldssigungen erlaubl, so kann man mil dem Schneidenplanimeler
- bessere Resullale erzielen als mit allen anderen Planimelern.

Dies ist physikalisch ohne weiteres dadurch begriindet, dafl durch
die leichte Einkerbung der duBerst scharfen Schneide eine viel innigere
Verbindung mit der Unterlage hergestellt ist als durch das blole Rollen
- und Gleiten der Rollenplanimeter.

AuBlerdem hat das Schneidenplanimeter keinerlei Zidhlmechanis-
mus und ist schon aus dem Grunde seiner mechanischen Einfachheit
im Vorteil.
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Bedeutung des Inhalts der Schleppkurve:
Die vom Fahrarm uberstrichene Flache setzt sich aus Parallel-
verschiebungen und Drehungen zusammen:
Fo=1{dp +.% & [ do,

L2

von denen die letzteren wegen Riickkehr in die Ausgangsiage ver-
schwinden. Die Summe aller Parallelverschiebungen auf dem ganzen
Weg der Schleppkurve ist ebenfalls = 0, weil der Fahrarm stets Tan-
gente an die Schleppkurve ist und nur auf dem Kreisbogenstiick wird
eine Parallelverschiebung = dem Bogen g erhalten, so dal F = gl ist. .

Es bleibt somit als Unbekannte die Fliache der Schleppkurve B,
die man praktisch dadurch moglichst klein zu machen sucht, dal man
dic Umfahrung etwa im Schwerpunkt der Fliche A beginnt, um sie
dann moglichst vollends ganz zu vernachlissigen.

Es ist die Frage, ob es einen Weg gibt, die Fliche B zu eliminieren,
so dafl dadurch das strenge Verfahren wiederhergestellt wire.

Nach C. Runge' enthilt die Flache der Schleppkurve B gewisse
Ausdriicke, die das polare Trigheitsmoment und Momente hdéherer
Ordnung der gegebenen Fliche A in bezug auf den gewihlten Anfangs-
punkt der Umfahrung darstellen:

0 1 ‘.rzdé *L ”'r4dA usw
412, =2 G2 % 1 R

und Ausdriicke fir das statische Moment und hohere Momente sol-
cher Art

(1T 2 1 7
, -‘37" r cos (¢ — &) dA, *157@“ r? cos (¢ — &) dA, usw.
mit # = Azimut des Fahrstrahls, ¢ = Azimut des Fahrarms.

Wenn man wegen der Kleinheit der hoheren Glieder (II) von
diesen zunidchst absieht, so ist das einzige Glied, das einer Verein-
fachung im Wege steht, das Glied

3?‘{ J r cos (¢ — o) dA,

weil zu dessen Integration neben dem verinderlichen Azimut des Fahr-
arms der Wert des Azimuts des Fahrstrahls in stetiger Folge bekannt
sein muBl, wofiir bei beliebig gestalteter Fldche A allgemein giiltige
Regeln nicht existieren.

Insbesondere ergibt die in Lehrbiichern zu findende Vorschrift,
in zwei um 180° verschiedenen Stellungen zu arbeiten, keine strenge
Elimination dieser Glieder.

Entwicklung der Kreisbogenlidnge der Schleppkurve in eine
Fouriersche Reihe:

Aus der Theorie ist ersichtlich, daB der Kreisbogen ¢, der die
Schleppkurve 'schlieBt, — A/l + I/l + II/l ist, wovon die rechte Seite

I Vergl. A. Galle, Mathematische Instrumente, Leipzig 1912, 126.
Hierbei ist zu beachten, daf3 in den Formeln r sich auf die Kurve A
bezieht und man sich die Flichenteile dA in Kurvenstiicke zusammen-
gezogen denken muf.
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in eine Fouriersche Reihe entwickelt werden kann unter Einfithrung
des arithmetischen Mittels aus Anfangs- und Endlage des Azimuts
des Fahrarms ¢ als Argument:

g = a, + a, cos © 4+ a, cos 2¢ + azcos 3¢ + a, cos 4¢ + .
+ b, sin ¢ + by sin 2¢ + by sin 3¢ + b, sin 4¢ +
Aus dem Vergleich mit der kinematischen Theorie ergibt sich
alsdann, daB3- das unperiodische Glied: '

A 1 0,
G = +tgp)rda +7215”'4dA * .
und die periodischen Glieder:
acos ¢ + ... + bysineg + ... = 3—21—2‘rcos(¢—6‘)dA + ..

sein miissen.

Im Zusammenhang mit vorliegender Aufgabe interessiert aber nur
das unperiodische Glied, das den Mittelwert aus der Fourierschen
Reihe darstellt. Dieser Mittelwert kann aber in Strenge nicht aus 2 um
180° verschiedenen Stellungen des Fahrarms gewonnen werden, son-
dern verlangt die Messung in mindestens 4 Stellungen.

Um aus dem Mittelwert ferner die Fldche herauszuschilen, mul}
man mit zwei verschiedenen Fahrarmlangen [ und I’ arbeiten, es ergibt
sich alsdann die Flache aus:

apl® — a’ 1’3
A = 012 N

Die Bestimmung des polaren Trigheitsmoments der Flache, die

damit ebenfalls verbunden sein koénnte, fithrt jedoch wegen der auf-

tretenden kleinen Koeffizienten zu keinen sicheren Ergebnissen.

Das Instrument und Beobachtungen mit demselben:

Von der Firma Max Hildebrand in Freiberg i. Sa. hat der Verf.
ein in der Fahrarmliange verstellbares Schneidenplanimeter mit fol-
genden Abmessungen herstellen lassen:

Gesamtgewicht = 367 g
Hohe = D2 cm
Fahrarmlinge = bis 30 cm
Schneidenradius= 0,28 cm.

Die Fahrarmlinge ist durch einen eingravierten Strich abmefBbar
(der aber die tatsdchliche Linge nicht anzugeben braucht), der Fahr-
stift durch einen mit Rillen versehenen Zylinder frei drehbar. Die
Scharfe der Schneide war zunichst viel zu grof3, sie wurde soweit ver-
mindert, daf3 die Gelatineschicht des PPapiers nicht ganz durchschnitten
wurde.

Um den zufilligen Fehler beim Nachfahren maéglichst klein zu
machen, wurden benitzt:

Eine Kreisschiene vom Radius 7,99 cm und zwei Schablonen aus
Messing mit eingeritztem nahezu gleichseitigem Dreieck von Seiten-
ldnge 15,22 cm und Hohe 13,17 em und einem Rechfeck mit den Seiten
18,055 und 2,85 cm. ;



cx B =2

Es wurde zunichst eine Nullinie auf dem Papier gezogen und
samtliche Umfahrungen stets rechtsldufig ausgefithrt, die Azimute mit
einem Transporteur, die Sehnen mit MaBstab (ohne Komparator) ab-
gelesen und auf die Bogenlinge reduziert.

Als Fahrarmlingen wurden ab Marke genau 20,00 und 39,00 c¢m
eingestellt. Jede Figur wurde mit beiden Fahrarmiingen in je 24 Azi-
muten umfahren. '

Die angegebenen Koeffizienten sind aus einer rechnerischen Aus-
gleichung nach der M. d. kl. Qu. erhalten worden, jedoch nur aus den
Stellungen n - 309, wihrend die Stellungen 15° -+ n-30° nur zur Kon-
trolle der Mittelwerte herangezogen wurden. Aus den letzteren ergeben
sich die in Klammer gesetzten Werte.

Fig. 2. Schneidenplanimeter von M. Hildebrand.

Beobachtungsergebnisse:

Kreisfldche ~ 200 em?

Fahrarmliange 200 mm Fahrarmliange 300 mm
Azimut Bogen Azimut Bogen
Grad mm Grad mii
359,8 107,64 359,9 69,20
30,1 107,28 29,7 69,35
60,0 106,08 59,8 68,90
90,1 105,88 89,8 68,14
120,0 103,50 120,0 68,35
150,0 102,88 150,0 67,79
179,8 102,36 1799 67,69
210,1 103,14 209,7 67,79
239,9 103,76 239,8 68,19
270,0 104,64 270,0 68,14
300,1 105,67 300,0 68,45

330,0 106,66 330,0 69,10



359,8
29,8
59,8
90,2

120,0

149,8

179,8

210,1

240,1

270,0

300,0

330,1

0,1
30,0
60,2
89,9

119,7

149,7

179,6
210,1

240,3
269,8
300,2
330,2

R S

Dreiecksfldche ~ 100 cm?

51,64 0,0
51,49 30,1
51,59 59,7
51,24 89,9
51,14 120,0
50,89 149,9
51,14 179,8
51,54 209,8
51,64 240,0
51,69 270,0
52,00 300,1
52,15 330,1

Rechtecksfldiche ~ 50 cm?

28,27 0,0
27,67 30,4
26,77 59,8
25,97 89,8
25,77 119,8
24,92 149,7
25,02 179,7
25,67 209,8
26,17 240,0
26,57 270,0
27,57 300,2
28,42 - 330,4

35,22
34,72
33,87
33,72
33,22
32,67 .
32,57
33,32
33,92
34,42
34,62
35,37

19,80
19,40
17,45
17,00
16,70
15,40
15,50
16,75
17,25
17,50
18,65
19,95

Harmonische Analyse der Beobachtungen:

104,96

63,42

51,51
(51,44)

cos ¢
sin ¢

+2,39
+0,26

+0,73
+0,11

40,33
—0,32

Kreisfldche
Fahrarmlinge 200 mm
cos 2¢ cos 3¢ cos 4¢
sin 2¢ sin 3¢ sin 4¢

—0,01 +0,13 +0,17
+0,22 40,03 +0,03

Fahrarmlinge 300 mm

+0,11 +0,12 —0,13
40,08 +0,04 —0,01
Dreiecks fldche
Fahrarmlinge 200 mm
—0,05 —0,05 —0,09
+0,02 —0,14 —0,01

cos 3¢ cos 6 ¢
sin 5 ¢

40,11 —0,12
+0,21
—0,10 +0,04
-—0,07
—0,02 40,03
—0,05
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Fig. 3. Graphische Darstellung der Beobachtungen.
Fahrarmlﬁnge 300 mm
33,97 +1,15 —0,02 +0,22 +0,01 —0,04 —0,07
(33,949) —0,43 +0,01 —0,10 —0,01 —0,02
Rechltecksfldche
Fahrarmlinge 200 mm
26,56 +1,54 +0,33 +0,14 —0,28 —0,05 +0,03
(26,51) —0,40 —0,06 —0,15 +0,06 —0,05
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: Fahrarmlinge 300 mm
17,60 +1,93 40,24 —0,47 —0,01 —0,11 —0,06
(17,58) —0,65 +0,02 —0,23 +0,21 —0,15
Daraus ergeben sich nach der vorstehenden Formel folgende
Flachen:

Kreis — 201,53 cm? (200,80 — Soll)
Dreieck = 101,00 (100,30)
Rechteck = 52,53 ( 51,46)

Darnach ist die rechnerische Fahrarmlinge des Planimeters noch
Zu verbessern.

Der Einflull des Anfangspunkts der Umfahrung:

Meist wird empfohlen, die Umfahrung beim Schwerpunkt zu
beginnen und zu beendigen.

In diesem Punkt ist allerdings rdeA, (R“dA ein Minimum, aber

nicht = 0, und sind ferner die Glieder

j R sin (¢ — &) dA, ]'R cos (¢ — &) da
als statische Momente = 0, falls ¢ konstant wére, was aber nicht der
Fall ist.

Eine nihere Untersuchung zeigt, dal3 der Kreisbogen g der Schlepp-
kurve fortlaufende Werte annimmt, wenn man bei konstantem Mittel-
azimut die Anfangspunkte auf einem den Schwerpunkt enthaltenden
Durchmesser fortlaufend verdndert, die sich einer Exponentialreihe:

g = ¢ + (:Qeﬂx sin yx +4- cgeﬁm cos yr 4 ..
fiigen, woraus sich ergibt, daBl bei Bestimmung der Stelle x dem Schwer-
punkt keinesfalls die Moglichkeit einer exakten Elimination innewohnt.

Sichtbarmachung der Schleppkurven:

Im Unterricht an der T.H. werden diese gewohnlich durch Befahren
auf Kopierpapier sichtbar gemacht.

Die besten Kurven erhilt man jedoch durch Beniitzung von Brom-
silberpapier als Unterlage fur die Schneide. Der metallische Schnitt
in Verbindung mit einem Metol-Hydrochinonentwickler ergibt hierbei
Kurvenbilder wvon uniibertrefflicher Feinheit. Zur Beriicksichtigung
des Papiereingangs kann man eine Strichtafel mitphotographieren.

Schneidenschiefe:

Es sei B die Schleppkurve, die mit der Schneidenschiefe Null und
einer Fahrarmlinge [ cos e ausgefahren wird, wenn mit dem Fahr-
stift die Fliache H umfahren wird.

Mit dem Fahrarm [ cos € sei unter dem Winkel ¢ ein ideeller Fahr-
arm von der Linge [ befestigt, der alsdann die Fliche A, die gesuchte
Fliche, umfahre. Fiir den Fahrarm [ cos e gilt dann die Beziehung:

A::lCOSE‘J dp—l—-;—lzcnsze[dgo + B



Fig. 4. Umfahrungsverhiltnisse bei Schneidenschiefe.

worinJ dp = g die Summe aller Parallelverschiebungen des Fahr-

arms [ cos e und de = 0 ist, wegen der Riickkehr ins Ausgangs-
azimut ohne volle Umdrehung. Die Summe aller Parallelverschiebungen
des Fahrarms [ ist dann = g cos € + ‘ ds sin e, wo (ds die Kurven-

linge der reinen Schleppkurve in algebraischem Sinne darstellt.
Es gilt somit

zwischen B und H: H = gl cos ¢ -+ B
zwischen A und B: A = gl COS€—|—’ ds |l sin ¢ + B
zwischen A und H: A — | dssin el + H.

A — H = | Isin eds ist der Flichenfehler, der bei einer Schneiden-

L5

schiefe ¢ entsteht, wenn mit dem Fahrstift zwar die Fliche A um-
fahren wird, wihrend in Wirklichkeit die Flache H aus der Parallel-
verschiebung g und der Fahrarmlinge [ berechnet wird, wodurch auBer-
dem die Fliche H um den Betrag 2 gl sin? ¢/2 zu gro3 berechnet wird.

Um also die gesuchte Fliche A aus dem Umfahrungsergebnis
mit Schneidenschiefe e dennoch richtig zu erhalten, hat man zum
Rechnungsergebnis ¢ . { noch den Wert:

B—~2‘qlsinze/2—1—{dslsine

hinzuzufiigen.. Das Vorzeichen von ¢ ergibt sich aus der Vorstellung,
ob sich eine an Stelle der Schneide senkrecht zum Fahrarm [ cos ¢ be-
festigte Rolle zwischen A und B im Endergebnis in oder entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinn gedreht hiitte.
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- ‘ Probemessungen.
Es wurde ein Kreis vom Radius 7,99 cm von einem Peripherie-
punkt aus mit der Schneidenschiefe = 0°, = 7,8¢ und = 16,7° um-

fahren und die Flache der Schleppkurve zur Kontrolle mit einem Polar-
planimeter bestimmt.

aligas Lénge Sehne Mittel- Rﬁf)-g:]?f Lfm{ietiléﬁ:i
1 em cm azimut o mut, cm
0o 20,47 14,67 21,00 -+0,36 0,00
7,8 20,47 14,92 21,3 +0,36 +0,02
0 21,54 13,70 18,5 +0,24 —0,03
16,7 21,54 15,12 . 20,6 +0,33 —0,01
Bogen Fliiche Red. auf Red. weg. - Schlepp- Fliche
, A symmetrischer Kurve
¥ gt em? em? Linge, em? B cm? 4 em?
15,03 307,66 e — = 7=
15,30 313,19 —3,0 0,0 —110,4 199,8
13,91 299,62 e e — —
15,44 332,58 —14,0 +6,2 —123,0 201,8
Tabelle
zur Reduktion der gemessenen Sehnen auf den Bogen:
[ = 20 em [l = 30 cm
s mm Corr. | s mm Corr. s mm Corr.
(Sehne) 1100 MM } (Sehne) /00 mm | (Sehne) 1/ 100 MM
|
15 . 0 | 90 . . . . 178 25 1
20 0 .. .. 1 95 . . . . 92 30 2
25 5 5 = 4 s 2 ' 100 . . . . 107 35 s s s 2
30 . 3 ¢ 1056 . . . . 124 40 . . . . 3
B8 5 & 5 & s 4 110 . . . . 144 45 4
40 . . . L. 6 . 115 . . . . 165 50 6
45 . .. .. 9 | 120 . .. . 188 5 . ... 8
. o ¢ - 13 | 12B . s ¢ » 213 60 . . . . 10
5 . . . . . 18 | 130 . . . .24 65 . . . . 12
60 . . . . . 23 135 . .. .27 ¢ : : ; = 16
65 . . . . . 20 140 . . . . 303 75 . . . . 20
70 ... .. 36 145 . . . . 338 80 . ... 24
% ... .. 45 150 . . . . 376 . 8 . . . . 28
80 . .. .. 54 | 155 . . . . 417 9 . ... 34
8 . .. . . Bb 160 . . . . 461 OB *p wew x ~A0
| 100 . . . . 46
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