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Ueber die Berechnung der Fehlerellipse und der mittleren Koordi-
natenfehler ohne Kenntnis der Gewichtskoeffizienten @,,, ;, Q).

Zum Andenken an Prof. Dr. h. c. J. J. Rebstein.
(gest. am 14. Mirz 1907).

Von W. Leemann, Kantonsgeometer, Ziirich.

Im Nachfolgenden soll gezeigt werden, wie die Achsenrichtungen
und -Lingen der Fehlerellipse und die mittleren Koordinatenfehler bei
- der Einzelpunktbestimmuung nach der vermittelnden Ausgleichungs-
methode ohne Kenntnis der Gewichtskoeffizienten Q,;, Q,, und Q;, be-
rechnet werden koénnen.

1. Bestimmung der Achsenrichtungen und -Lingen der
' Fehlerellipse. '

Faft man einen Punkt P ins Auge, der gegeniiber dem ausgegli-
chenen Punkt P, kleine Koordinatenunterschiede x und y, von der
GroBenordnung der Koordinatenverbesserungen, hat, so entsprechen
bekanntlich den Koordinatenunterschieden die Richtungsunterschiede

L =ax + b y

U, = @G & + by y

Uy = @3 & + by y
wo a und b die sogenannten Richtungskoeffizienten sind und die An-
zahl der u gleich der Anzahl der Festpunkte ist.

Bildet man die Quadratsumme aller u, so erhédlt man
1) [uu] =[aa]l 22 + [bD]l y® + 2 [a ] x y.

Diese Gleichung stellt den geometrischen Ort aller Punkte dar,
welche die gleiche Quadratsumme [u u] ergeben. Es ist das eine der
unendlich vielen konzentrischen Fehlerellipsen, die um den ausge-
glichenen Punkt P, als Zentrum gedacht werden kénnen und von denen
jede einer anderen Summe [u 1z] entspricht.

Als mittlere Fehlerellipse ist nun diejenige Ellipse zu bezeichnen,
bei welcher die Quadratsumme [u u] gleich ist dem Quadrat des mitt-
leren Richtungsfehlers m, d. h. bei welcher

[uu] = md.

Zur Bestimmung der Richtungen der Hauptachsen der mittleren
Fehlerellipse ersetzen wir nun in Gleichung 1) [z u] durch m? und die
GroBen z und y durch die Ausdriicke d cos a und d sin a. (Siehe Figur.)
Hier bedeutet d die Linge des vom Zentrum P, nach dem Ellipsen-
punkt P gezogenen Strahls und e« den Winkel, den dieser Strahl mit
der Nordrichtung (Parallele zur positiven xz-Achse) einchlieBt. Die
Gleichung der mittleren Fehlerellipse lautet dann:

2) m? = [aa] d?®cos?a + [b b] d?sin? a + 2 [a b] d?sin a coOS a.

Die Lange des Strahls d wird fiir einen bestimmten Wert des
Winkels a ein Maximum- oder Minimum und d stellt dann die grofe,
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bzw. kleine Halbachse der Fehlerellipse dar. Um diesen Wert von «

zu erhalten, bilden wir den Diﬁerehzialquotienten i und setzen ihn

da
gleich Null.
Aus 2) ist zunichst
3) @ = | m .
[aa] cos? a + [bb] sin?a 4+ 2 [ab] sin a cos a

2

Statt gg konnen wir auch g—% bhilden, denn wenn d? ein Maximum

oder Minimum ist, so ist es auch d. Es ist
od® 2 —2[aa] sinacosa + 2[bb]sinacosa+ 2[ab]cos2a
da ([aa] cos? a + [bb] sin®2 a + 2 [a b] sin a cos a)? )

Dieser Ausdruck ist Null, wenn der Zidhler Null ist. Wir setzen
daher:

—2 [aa] sinacosa 4 2[bb]sinacosa + 2[ab]l cos2a =20
oder —|aa]sin2a 4 [bb]sin 2 a = —2 [a b] cos 2 a,
woraus man erhilt

[aa]l — [b b]
- 2[ad]

Mit Hilfe dieser Formel ldBt sich a bestimmen. Da die Haupt-
achsen senkrecht aufeinanderstehen, ist der Richtungswinkel der einen
Achse a, derjenige der anderen a -+ 90° In welcher Richtung die grofle
Achse und in welcher die kleine liegt, wird weiter unten erértert.

4) cotg 2 a =
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Die Ableitung der Formeln fir die Achsenliingen geschieht in fol-
gender Weise:
Aus Formel 4) ist [aa] = [b b] + 2 [a D] cotg 2 a.

Setzt man diesen Ausdruck fiir [a a] in die Formel 3) ein, so erhilt man:

m2
2 —
d 2 [ab] cotg2acos?a + [bb]cos?a+ [bD]sin?a -+ 2[ab]sinacosa
m2
2 _
o @ = [ab] (2cotg2acos?a+ 2sinacosa)+ [bb] °
Nach Goniometrie ist
__ cotg?a—1
cotg 2 a = “Deolga
Dies eingesetzt gibt nach einigen einfachen Entwickelungen
& = i
~ [abd] (cotg?a + 1)sinacosa—+ [bb]°
Es ist aber . |
cotg? a + 1 = sin’a
¥ 2
so daB wird 5) = d? Lad

“ [bb] + [ab] cotg @

Auf dhnliche Weise erhidlt man auch
6) & — m?
~ Jaa] + [abltga’

Durch Einsetzen des aus 4) berechneten Winkels a erhilt man
aus den beiden Formeln 5) und 6) iibereinstimmend die eine Achsen-
lange, durch Einsetzen des Winkels a -} 90° die andere. Die Rechnung
ergibt dann ohne weiteres, in welcher der beiden Richtungen die grol3e
und in welcher die kleine Hauptachse liegt.

2. Bestimmung der mittleren Koordinatenfehler.

Der mittlere Abszissenfehler Mz ist zu definieren als die grofite
positive oder negative Abszisse der mittleren Fehlerellipse. Analog
stellt der mittlere Ordinatenfehler My die grof3te positive oder negative
Ordinate dieser Ellipse dar.

Um zu diesen Maxima zu gelangen, bringen wir zunichst die
Gleichung 2), nachdem wir darin fiir d cos ¢ und d sin a die ent-
sprechenden Gréflen x und y eingesetzt haben, auf Null. Das gibt
7) [aa) 2 + [bb]l y?> + 2 [ab]l vy — m? = 0.

Nun bilden wir den Differenzialquotienten g—; und setzen ihn gleich
Null. Im Hinblick auf die unentwickelte Form der Funktion wird der

Differenzialquotient
ox _ 2[bdly +2[ad]x

| o0y  2[adz+2[adly’
Dieser Bruch ist gleich Null, wenn der Zihler gleich Null ist, d. h.

wenn 2[bbly+2[abdlx=0.
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Hieraus wird ___[ab] =z
. [bd]° ,
Setzt man diesen Wert fiir y in die Gleichung 7) ein, so erhialt

e 2l 2t + gy & = Sy 2 — =0
oder ([a a] ___][‘;)_l;:gz) r2 = me
woraus folgt 8) " L = Mz
: ]/[a ] — [a b]
! [5b]
Analog erhilt man 9) _ m = My

3. Nachweis der Uebereinstimmung der entwickelten Ausdriicke

fur die Achsenrichtungen, Achsenlangen und mittleren Koordi-

natenfehler mit den entsprechenden, die Gewichtskoefflzienten
Qi1, Qa2, Q12 enthaltenden Ausdriicken.

Unter Beniitzung der von Helmert in der 2. Auflage von ,,Die
Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate‘

entwickelten Formeln ergibt sich folgende Gegeniiberstellung:
Formeln von

Vorstehende Formeln: Helmert:
, __ [aa]l—[b¥] _ Qi — Qs
Achsenrichtung 4) cotg 2 a = T ofab] cotg2a = 2 Or (10)
me 8. 307
Achsenlinge 5) d? = d=mVQpn+0Q,;cotga

[6b] + [a b] cotga
Nittlerer Abszissenfebler 8) Mz =

.I/ ]a A Mz =m VQy

(26) S. 107
Mittlerer Ordinatenfehler 9) My = — My = m V@;
]/[b b] — [a o
laa] ' J
Nach Helmert ist

0 [6 ] ]

1~ Tadq] [b b] — [a b]?
0 [aa] Vergl. (13) S. 295 und

2 = [aa] [b b] — [a b]? (17) S. 309.
0 — [a b]

12 [a a) [bb] — [a D)?

Durch Einsetzung dieser Ausdriicke in die Helmert’schen Formeln
fiir die Achsenrichtung und die mittleren Koordinatenfehler gehen sie
ohne weiteres in die von uns hergeleiteten Formeln i{iber. Nicht so
einfach ist die Uebereinstimmung der beiden Formeln fiir die Achsen-



ldnge nachzuweisen. Setzt man in die Helmert’sche Formel die obigen
Ausdriicke fir Q,, und Q,, ein, so wird

[a a] [ab]
d=m ]/[aa] [b b] — [a b2 [aa] [bb] — [a b)? cotg a

[a al [b b] — [a b}?
[aa]l —[a b] cotg a
Vergleicht man diese Formel mit unserer Formel 3), so sieht man,
daf} die beiden Formeln iibereinstimmen, wenn
[aa] [bb] — [ab]?
[a a] — [a b] cotg a’
Die Seite rechts enthilt [aa], welches Glied links fehlt. Wir
fiihren daher rechts den aus unserer Gleichung 4) sich ergebenden Aus-
druck fir [a a] ein. Es ist

laa] = [bb] + 2[a b] cotg 2a.
Hier driicken wir 2 cotg 2 a aus durch den gemif} Goniometrie gleich-

oder

[b b] + [a b] cdtga =

wertigen Ausdruck cotg a — (Vergleiche Trigonometrie von

cotg o’
Hammer, 4. Auflage, Seite 154, Formel (34).)
‘Darnach ist l

_ __[abd]
laa) = [bb] + [a b] cotg a ool o
Es soll daher sein :
[6 5] + [bb] [a b] cotg a — [bci’)]tlaﬂ _ [abp
[bb] + [ab] cotg a = 3 g o
[6 8] 4+ [ab] cotga—m—-[ab] cotga
Multipliziert man schliellich beide Seiten der Gleichung, nachdem der
‘Nenner gekiirzt ist, mit [b b] — La ] , S0 wird
: cotg a
[b b2 + [b b] [a b] cotg a — E’%tégf—] —[a b2 =[bb]2+ [b D] [ad] cotga
_[bb]llab] 2
cotg a e B

Das heifit, die beiden Seiten der Gleichung stimmen miteinander
uiberein, was zu zeigen war.

Zur Frage der Felsdarstellung.

Von Ing. W. Blumer, Bern.

Anliflich der Erorterungen iiber die Art der Felsdarstellung auf
der zukiinftigen topographischen Karte der Schweiz (Siegfriedkarte)
sind die verschiedensten Ansichten geduBert worden. Einerseits wird
die bisher iibliche Strichzeichnung jeder andern Darstellung als weit-
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