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Zwei weitere Kontroll-Gleichungen findet man aus (43) durch skalare
Multiplikation mit 9B und 3B; dieses Spalten liefert die beiden
Gleichungen:

<49) + A'- sin (9t'3ß) + B' sin (93'9B) + C" • sin (<E'9B) 0

+ A'- cos (9t'9ß) + B' cos (93'9B) + C • cos (S'3B) + W 0
Nunmehr kann zum vektoriellen Ausgleich geodätischer Figuren

bei beliebigen Gewichten für die gemessenen Stücke, nämlich Strecken
und Winkel, übergegangen werden. (Fortsetzung folgt.)

Näherungskonstruktion für das apollonische
Berührungsproblem.

Die Lösung des Problems, die Kreise zu zeichnen, welche drei
gegebene Kreise berühren, ist zwar auch direkt, d. h. ohne allmähliche
Annäherung möglich, beispielsweise auf dem Umwege der Inversion
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mit reziproken Radien. Dabei ist aber eine gewisse Fertigkeit in der
Anwendung dieser nicht allgemein bekannten Methode unumgänglich.
Eine Aufgabe aus der Praxis führte mich kürzlich auf eine viel einfachere,
wenn auch nur angenäherte Lösung. Ob diese schon sonst irgendwo
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publiziert wurde, oder ob sie neu ist, entzieht sich meiner Kenntnis.
Auf jeden Fall dürfte sie den Berufskollegen Interesse bieten.

Zunächst geht aus den Figuren 1) und 2) hervor, daß der geometrische

Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die zwei gegebene Kreise kt
und k2 berühren, zwei Hyperbeln sind mit den Zentren der gegebenen
Kreise als Brennpunkte und der Differenz bzw. der Summe der Radien

fig. z-

als konstanter Differenz der beiden Abstände eines beliebigen Hyperbelpunktes

von den Brennpunkten. Beispielsweise ist in Fig. 1 für den
Punkt A: (rt + a) — (r2 + a) rt — r2 und für den Punkt B: (b — r2)

— (b — Tj) rj — r2. Ferner ist in Fig. 2 für den Punkt C: (rx + c)

— (c — r2) rj + r2. Die beiden Aeste der Hyperbel mit der Differenz
der Radien als sich gleichbleibender Differenz der Brennpunktsabstände
umfassen die Mittelpunkte derjenigen Kreise, welche die beiden
gegebenen in gleichem Sinne, d. h. beide von innen oder beide von außen
berühren. Die Aeste der andern Hyperbel mit der Summe der Radien
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als konstanter Differenz der Brennpunktabstände umfassen die Zentren
derjenigen Kreise, welche die gegebenen Kreise in ungleichem Sinne,
d. h. den einen von innen und den andern von außen und umgekehrt
berühren.

Tritt nun noch ein dritter Kreis ks als gegebener in die Betrachtung

ein (Fig. 3), so werden die Mittelpunkte der Berührungskreise von
k2 und /c3 in analoger Weise auf den 4 Aesten von zwei andern Hyperbeln

Tfig 3

liegen. Die 16 Schnittpunkte der beiden Hyperbelpaare ergeben dann
die Zentren von Kreisen, welche die gegebenen Kreise klt k2, ks
paarweise entweder in gleichem oder ungleichem Sinne berühren.

Bezeichnen wir mit (hm[ n_) den Hyperbelast, welcher den inneren

Berührungskreisen von km und kn entspricht, und mit (Ama, na)
denjenigen Hyperbelast, der den äußeren Berührungskreisen von km
und kn entspricht, so ergibt sich folgende Tabelle der höchstens 16
möglichen Schnittpunkte M
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yperbeläste für
k2 und Ä3

A"! und Ap, l*2i 3i h2a3a h2i 3a h2a 3i
^li 2; M\i 2i 3i M li 2i 2a 3a M li 2(" 3a Mli2i2a 3i
hla2a Mia 2a 2i 'Oi Mla 2a 3a M\a 2a 2i 3a Mla2a3i
Alz2a M\i 2a 2i 3i Mli2a3a Mli2a2i 3a M\ i 2a 3i
hla 2i Mi« li Si Mia 2( 2a 3a Mia 2i 3a M\a 2i 2a 3i

l'y*.
Bei 8 dieser Schnittpunkte kommt für den Kreis k2 sowohl innere

als äußere Berührung vor, was je 2 Berührungskreise mit verschiedenen
Radien voraussetzt. Einzelne dieser acht ersten Schnittpunkte können
auch wegfallen. Die übrigen 8 Schnittpunkte M, welche in der Tabelle
unterstrichen sind, entsprechen der Lösung der gestellten Aufgabe und
sind Mittelpunkte von Kreisen, die je alle 3 gegebenen berühren, und
zwar im Sinne der entsprechenden Indices von M.

Zur Kontrolle müssen auch die Hyperbeln des Kreispaares kt
und k3, nämlich h\(- 3,-, h\a 3a> ^li-' 3a> ^la 3i durch dieselben 8 Punkte
gehen.
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Die Lösung des apollonischen Berührungsproblems läuft also
darauf hinaus, diese 8 Schnittpunkte zu konstruieren. Näherungsweise
ist dies auf einfache Weise möglich, wenn die Kurvenstücke zwischen
zwei nahe dem gesuchten Schnittpunkt gelegenen Punkten des gleichen
Hyperbelastes durch die Sekanten ersetzt werden, ähnlich wie beim
Rückwärtseinschneiden mit der Kippregel die Kreisbögen mit den

fiS- 5-

konstanten Peripheriewinkeln durch die Kreissekanten ersetzt werden.
Gleich wie dort, wird die erreichte Annäherung genügend sein, wenn
alle 3 zu einem gesuchten Zentrum gehörenden Sekanten sich mit
Zeichnungsgenauigkeit in einem Punkte schneiden.

Um die Hilfspunkte auf den Hyperbeln günstig zu wählen, ersetzen
wir in erster Annäherung die Kurven durch ihre Scheiteltangenten
und werden so über die ungefähre Lage des gesuchten Mittelpunktes
orientiert (in der Fig. 4—6 nicht gezeichnet). Auf diese Weise ist in
Fig. 4 der Kreis konstruiert, der die 3 gegebenen einschließend berührt
und in Fig. 5 derjenige, der alle 3 ausschließend berührt. Endlich zeigt
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6Fy.

Fig. 6 die Konstruktion eines Kreises, der zwei der gegebenen
einschließend und einen ausschließend berührt. Im Prinzip ganz gleich
gestaltet sich die Konstruktion der 5 übrigen Berührungskreise, die
deshalb hier nicht besonders aufgeführt werden.

Emil Müller, Frick.
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