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Einfiihrung in die Vektorrechnung und die

vektorielle Ausgleichung.
Von Prof. F. Baeschlin.
Einleitung.

In der letzten Zeit wurde von verschiedenen Autoren! vorge-
schlagen, die Vektorrechnung fir die Behandlung vermessungstech-
nischer Probleme und die Ausgleichung nach der Methode der klein-
sten Quadrate zu verwenden. Im nachstehenden mochte ich zunichst
versuchen, die Leser so weit in die Vektor-Analysis einzufiihren, als dies
fir das Verstidndnis der Anwendungen auf vermessungstechnische
Aufgaben und Ausgleichungen noétig ist, um dann eine Einfithrung
in jene Probleme zu geben.

A. Einfiihrung in die Vektorrechnung.

Die Vektorrechnung wurde in die Mathematik eingefiithrt, um
die Beziehungen zwischen im Raume gerichteten Groflen bequem ana-
lytisch behandeln zu kénnen. Solche gerichtete Groflen sind vor allem

t[1] :4. Schreiber, Das Pothenotsche Problem in vektor-analytischer Behandlung.
(Deutsche) Zeitschrift fir Vermessungswesen 1908, Seite 625 und ff.

[2] E. Hammer, Vektorielle und Rechenschieber-Auflésung trigonometrischer Auf-
gaben. (Deutsche) Z. f. V. 1922, Seite 585 u. fI.

[3] K. Friedrich, Neue Grundlagen und Anwendungen der Vektorrechnung. Miin-
chen und Berlin 1921. Verlag von R. Oldenbourg.

[4] R. Schumann, Vektor-analytischer Ausgleich geschlossener geoditischer Figuren
in der Ebene. (Deutsche) Z. f. V. 1926, S. 609 u. fI.

[5] R. Schumann, Ueber vektorischen Ausgleich geschlossener geoditischer Figuren
in der Ebene im Falle beliebiger Gewichte fiir Strecken und Richtungen. Sitzungsberichte
gerH A%iademie der Wissenschaften in Wien; math.-naturw. Klasse, Abt. IIa. 136. Band,

. Heft. 1927.

[6] R. Schumann, Beitrag zum vektorischen Ausgleich ebener geoditischer Netze
bei Verschiedenheit der Gewichte fiir Strecken und "Richtungen. Mitteilungen aus dem
Markscheidewesen. Jahresheft 1927, Seite 1 u. fi.
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die Krifte, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Mechanik,
aber auch Strecken im Raum und in der Ebene.

Neben solchen gerichteten Groflen, welche Vekloren genannt
werden, gibt es aber auch Groflen, denen keine Orientierung im
Raume zukommt, wie z. B. die Masse, die Dichte und die Tempe-
ratur eines Korpers, die Zeit und viele andere. Solche ungerichtete
Groflen nennt man Skalare.

Man bezeichnet Vektoren im allgemeinen durch gotische Buch-
staben (a, b, A, B etc.), in den Ingenieurwissenschaften auch etwa
durch lateinische Buchstaben mit dariibergesetztem horizontalem

Pfeil (E), X). Wir werden hier die Vektoren durch gotische Buchstaben
bezeichnen.

Skalare GroBlen werden allgemein durch lateinische oder grie-
chische Buchstaben bezeichnet (a, b, A, B, a, f§ etc.).

Ein Skalar stellt einen Zahlenwert dar, welcher das Verhiltnis
zu derjenigen Einheit angibt, die zur Messung der betreffenden
Grofle dient.

Ein Vektor besitzt auBer dem erwidhnten Zahlenwert noch eine
bestimmte Richtung. Den Zahlenwert eines Vektors nennt man dessen
Betrag. Gewohnlich wird ein Vektor durch eine Strecke dargestellt,
deren Linge in einem gewissen Malstabe dem Betrage des Vektors
gleich ist und deren durch einen Pfeil markierte Richtung die Rich-
tung und den Richtungssinn des Vektors angibt.

Der Betrag eines Vektors 2 wird durch A| oder durch den ent-
sprechenden lateinischen Buchstaben A ausgedriickt. Einen Vektor,
dessen Betrag gleich eins ist, nennt man Einheitsvekior. Wir werden
einen solchen Vektor durch Ueberstreichen kennzeichnen. (Einheits-
vektor von U bezeichnet durch .)

Daraus ergibt sich, da(

A= AU = AT ist.
Elementare Vektoroperationen.
1. Addilion und Sublraktion von Vekloren.

Ausgehend von der Tatsache, dalB man zwei Krafte, die auf
denselben Massenpunkt wirken, nach dem Parallelogramm der Krifte
zusammensetzt, definiert man die Summe € zweier Vektoren 2 und B

(1) N4+ B=C¢C
folgendermaflen:

An den Endpunkt von A legen wir eine Strecke, welche dem
Betrag und der Richtung nach gleich 8 ist. Verbindet man den Anfangs-
punkt von A mit dem Endpunkt von 8B, so stellt diese Strecke in
GroBe und Richtung den Summenvektor € dar.

Nehmen wir statt 8 den negativen Vektor —8B, so erhalten wir in
analoger Weise die Definition der Differenz zweier Vektoren
(2) A+-(—B)=UA—B =D.

Aus Figur 1 erkennt man, dafl € und D die Diagonalen der Pa-
rallelogramme sind, die man aus 2 und B, resp. aus A und —B bilden
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kann, wie auch, da3 es in (1) und (2) auf die Reihenfolge der Glieder
nicht ankommt. IEs ist daher allgemein:
(3) A+ B=3B+ U

A—B=-—3B 4 YU,
d. h. das Vertauschungs- (kommutative) Gesetz der gewohnlichen
(skalaren) Addition behilt seine Giiltigkeit auch fiir Vektoren.

Figur 1.

Der Summenbegrift kann sofort aufl eine beliebige Anzahl von
Vektoren erweitert werden. Denn je zwei Vektoren konnen nach (1)
zu einem vereinigt werden, so dal3 nacheinander alle Vektoren einer
Summe durch einen einzigen dargestellt werden kénnen. Wie leicht
ersichtlich ist, kommt es dabei auf die Gruppierung der Vektoren
nicht an. Es ist daher z. B.:

(4 A+ (B4 ¢ =@+ B) + C.

Diese Gleichung driickt die Giltigkeit des assoziativen Geselzes

flir die vektorielle Addition aus.

[

2. Multiplikation von Vekloren.

Aus den Begriffen, Einheitsvektor und Betrag eines Vektors folgt
ohne weiteres die Regel fir die Multiplikation eines Vektors mit
einem skalaren Faktor
(D) A = m-a

{ A = m-|al; A = a.

Wir deuten die gewdhnliche Multiplikation zweier oder mehrerer
GroBen, von denen nur eine ein Vektor sein darf, durch einen Punkt
zwischen den Faktoren an.

Ohne weiteres erkennt man

m-(n-a) = (n-m)-aq; n-a= an
Assoziatives Gesetz Kommutatives Gesetz
n-(a -+ b) = n-a | n-b; (m -+ n)ra=ma-4 na
Distributives Gesetz.
Was soll nun aber das Produkt zweier Vektoren bedeuten?
Im Hinblick auf die Anwendungen der Vektorrechnung wurde
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man dazu gefithrt, zwei Arten wvon Multiplikationen von Vektoren
zu definieren.

Hier beginnt die erste Schwierigkeit der Vektorrechnung fiir den .
Anfanger.

Wir unterscheiden

a) Das skalare oder innere Produkt zweier Vektoren und

b) Das Vektor- oder dulere Produkt zweier Vektoren.

a. Das skalare Produkt.
Unter dem skalaren Produkt zweier Vektoren 2 und 8B verstehen
wir einen Skalar, der gleich ist dem Produkt der Betrige der gege-
benen Vektoren, multipliziert mit dem Cosinus des Winkels, den die

beiden Sektoren einschlielen.

Man kann dies auch folgendermaBen ausdriicken:

Das skalare Produkt der Vektoren 2 und B ist gleich dem Pro-
dukt aus dem Betrag von 2 in die Projektion des Betrages von 8B auf
die Richtung von 2.

Gewohnlich wird das skalare Produkt dadurch angedeutet, dal}
man die Faktoren in gewdhnliche runde Klammern setzt und sie
durch ein Komma trennt. Oft werden die beiden Vektoren, wie bei
gewohnlicher Multiplikation, einfach nebeneinander gesetzt und zwi-
schen beide ein Punkt gesetzt.

Da aber erfahrungsgemil3 dem Anfidnger Schwierigkeiten bereitet
werden, wenn fur zwei verschiedene Operationen dieselben Zeichen
benutzt werden, so habe ich mich trotz der grofern Schwierigkeiten
beim Satze dazu entschlossen, die Bezeichnungen von Hofrat Prof. Dr.
Dr. Ing. R. Schumann, Wien, anzuwenden.

Danach deuten wir im folgenden eine skalare Multiplikation
durchgehend dadurch an, daB wir die beiden Faktoren zwischen

Hohlklammern (), resp. () einschlieffen und sie durch ein Komma

trennen.

(6) (U, B) = A-B- cos <L (A B) = A-B|.cos < A, B)
Da cos < (B A) = cos < (A B) ist, so folgt

(7) @B, A = (AU, BY.

D. h. bei der skalaren
Multiplikation zweier Vek-
toren gilt das kommuta-
tive Gesetz.

Es laft sich leicht
zeigen, dal
3 % (B+©))

= (% B) + (U, €).

Denn der Definition
gemaf ist (A, (B + €))
das Produkt aus dem Be-
trage von A in die Pro-
jektion des Betrages wvon
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(B + €) auf die Richtung von 2. Die Projektion des Betrages von (B |- €)
auf die Richtung von U ist aber nach Fig. 2 gleich der Summe der Pro-
jektionen von B und von € auf die Richtung von A. Da aber {2, B)
gleich dem Produkt des Betrages von 2 in die Projektion des Betrages
von B ist und analoges fir (A, €) gilt, so ist damit (8) bewiesen.

Danach gilt also das distributive Gesetz auch fiir die skalare
Multiplikation.

Hingegen hat das Symbol (U, B, €)) keine Bedeutung.

Es diirfen also in einem skalaren Produkt nur zwei Vektoren
auftreten.

Unter 2% versteht man die Grofle
(9 N2 = (A, AY) = A2 cos 0 = A2 = A2

Obwohl ein skalares Produkt mit mehr als 2 Faktoren im allge-
meinen nicht definiert ist, hat dennoch

W= (U A AY = WA = A2A = A%
einen eindeutigen Sinn.

Man erkennt sofort auch:

MW = (AW, W) = At = (W AD = A3 (U, A) = A
A = A>3 etc.

Die geraden Potenzen von U sind Skalare, die ungeraden Polenzen
sind Vektoren, deren Richtung mit der Richtung der Basis iiberein-
stimmt ; immer ist der Betrag gleich der entsprechenden Potenz des
Betrages der Basis. Dieser Satz gilt aber nur fur ganzzahlige Exponenten.

b) Das Vektorprodukt.

Obwohl bei den folgenden Anwendungen der Vektorrechnung
aul geoditische Ausgleichungsprobleme keine Vektorprodukte auf-
treten, gehen wir hier der Vollstiandigkeit halber doch darauf ein.

Unter dem Vektorprodukt oder dufern Produkt zweier Vektoren
A und B verstehen wir einen Veklor €, dessen Betrag gleich dem Pro-
dukt aus den Betrigen der gegebenen Vektoren, multipliziert mit dem
Sinus des Winkels (A B) ist und dessen Richtung senkrecht zur Icbene
der gegebenen Vektoren ist. Da damit aber der Richtungssinn von €
noch nicht definiert wire, so wird gewdhnlich die sog. Fingerregel
zur Festlegung des Richtungssinnes des Vektorproduktes benutzt.

Wenn man den ersten Faktor durch den Daumen, den zweiten
durch den Mittelfinger der linken Hand darstellt, so entspricht die
Richtung des Zeigfingers der Richtung des Vektorproduktes. Hier
ist aber der positive Drehsinn in der Ebene der Gegenuhrzeigersinn
in Uebereinstimmung mit den Festlegungen der Analysis. In der Geo-
dasie ist es aber allgemein gebriuchlich, den Uhrzeigersinn als posi-
tiven Drehsinn zu verwenden. Da wir aber, wie schon erwidhnt, bei
den geoditischen Anwendungen keine Vektorprodukte verwenden, so
sehen wir uns zu keinen Aenderungen veranlaBt, die nur Konfusion
stiften wiirden.

Im allgemeinen wird das Vektorprodukt dadurch angedeutet,
dafl man die beiden Faktoren in eine eckige Klammer setzt und sie
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durch ein Komma trennt. Da wir aber in der Geodisie die eckigen
Klammern zur Andeutung von Summen iiber einen Index verwenden,
so ziehe ich es vor, dem Vorgange von Schumann zu folgen und als

Symbol fiir die vektorielle Multiplikation eckige Hohlklammern ([[ T)
zn verwenden.
(10) A B = [A-B|-sin < (AB)-n,

wo n ein Einheitsvektor senkrecht zu der Ebene der Vektoren A und 8
bedeutet.

Da sin < (B A) = —sin < (AYB) ist, so folgt :
(11) iy, AT = —[IA, BII.

D. h.: Fir die vektorielle Multiplikation gilt das kommutative
Gesetz nicht.

Hingegen 140t sich zeigen, daB
(12) oA, B+ON =1% BT+ TA, €T,

Das distributive Gesetz gilt also auch fiir die vektorielle Mul-
tiplikation.

Auf die weitern Verhéltnisse des Vektorproduktes treten wir
hier nicht ein.

3. Differentialoperationen.

Es sei ein Vektor 2 gegeben, den wir im allgemeinsten Fall als
verdnderlich mit dem Ort und der Zeit und als abhingig von andern
Parametern ansehen miissen.

Wir nehmen an, der Vektor 2 erleide eine unendlich kleine Aende-
rung und gehe dabei iiber in A’. Die Aenderung werden wir in Ana-
logie mit der Schreibweise der gewdohnlichen Analysis durch d2 be-
zeichnen. Wir miissen annehmen, daf @2 sich nicht nur auf die Aende-
rung des Betrages des Vektors U beziehe, sondern auch eine Aenderung
der Richtung in sich schlieBe.

Wir setzen also:

A = A -} dU,
wobei wir die rechte Seite als eine Vektorsumme auffassen,
(13) dl = A'A.

Wir wollen jetzt das Differential eines skalaren Produktes zweier
Vektoren A und B ermitteln. Es seien A und B’ diejenigen Vektoren,
in welche A und B nach der Aenderung ubergehen.

Nach der Definition des Differentials wird also :

d(A,8) = (W, B') — (A, B)
A = A | du
B =B -} dB
d(%, B) = (U + a¥%, B | dB) — (U, B)
= (%, B) |- (A, dB) + (4%, B) } (a¥, dB) — oA, BY
= (U, dB) } (B, dA) -
/!

/%
- 774

Figur 3.




— 111 —

da wir die GroBe {d¥, dB), als von 2. Ordnung unendlich klein,
weglassen konnen.

Wir erhalten also:
(14) dqy, B) = (%, dB) -} (B, du).

Hier ist die Reihenfolge der Vektoren irrelevant, weil es sich um
skalare Multiplikation handelt.

Durch eine analoge Betrachtung erhalten wir
(15) di, 81 =%, dB] + [dU, B
wobei auf die Reihenfolge der Vektoren zu achten ist.

Aus (14) erhalten wir:

afz = 2 (U, dN).

Wir fithren diese Betrachtungen fiir allgemeine Vektoren nicht
weiter, sondern verweisen diesbeziiglich auf die am Schlusse des Auf-
satzes zitierte Literatur.

Wir wenden uns nun speziellen Verhaltnissen zu.
(Fortsetzung folgt.)

Ein logarithmischer Rechenschieber fiir Kanalisation und
Wasserversorgung.

Von H. Bock, Ingenieur, Schaffhausen.

Hatte man bis anhin das Netz einer Stadt- oder Gemeindekanali-
sation zu projektieren, so war man darauf angewiesen, die ndétigen
Wassermengen-, Gefills- und Geschwindigkeitswerte aus Biichern zu-
sammenzusuchen. Aber auch in diesen sind Tafeln und Diagramme
meist nur fur Kreis- und Eiprofil zu finden und fiir die schnelle Lésung
der gerade vorliegenden Aufgabe vielfach ungeeignet. Iintweder ent-
halten sie die Werte fur verschiedene Gefille, aber nur fiir eine (niimlich
die volle) Fiillung, oder dann wirklich fir verschiedene Fullhohen, jedoch
nur fir 19, Gefill. Es sind somit meist zeitraubende Umrechnungen
und Interpolationen erforderlich. Die graphischen Darstellungen (Dia-
gramme) bieten zudem eine gewisse Unsicherheit insofern, als die sich
kreuzenden und oft enggescharten Linien gern stérend und augen-
ermiidend wirken. Ist noch gar die Mithilfe des Stechzirkels erforderlich,
so werden die Diagramme bald unzuverlissig. Ein weiteres Moment der
Unsicherheit besteht ferner darin, dass man oft nicht weif3, nach welchen
Formeln die Tabellen und Diagramme konstruiert worden sind. Hier
lduft man dann Gefahr, trotz aller Genauigkeit der Rechnung, unzu-
treffende Resultate zu erhalten.

Um alle diese Nachteile ginzlich auszuschalten, habe ich einen sehr
tibersichtlichen Rechenschieber konstruiert, der folgende Vorziige hat:

1. Der Schieber ist nach der Fundamentalformel:

O =Fsh=Fres yRES

und der sowohl in der Schweiz, wie in Deutschland fiir Kanalisations-
Berechnungen am meisten beliebten kleinen IKutter-Formel:
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