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Kartengenauigkeit.
Von B. Cueni, Ingenieur.

Jede Karte ist als Erzeugnis menschlicher Tätigkeit infolge der
Unvollkommenheit der Sinne und Instrumente fehlerhaft. Die Maße
ihrer Genauigkeit abzuleiten, ist der Zweck der vorliegenden Arbeit.
Um die Untersuchung nicht über das Gebiet der Kartographie hinaus
auszudehnen, wird eine Begrenzung des Problems vorgenommen in
dein Sinne, daß das Original in großem Maßstab, aus dessen Reduktion
die zu untersuchenden Karten erhalten wurden, als fehlerfrei betrachtet
wird. Damit sind die Fehler, die jeder Landesaufnahme anhaften, und
über deren Größe zahlreiche Untersuchungen Aufschluß geben,
ausgeschaltet. Als Fehler im Sinne dieser Abhandlung gelten somit die
Differenzen zwischen Original und Karte.

Die nachfolgenden Ausführungen stellen einen Versuch dar,
sowohl die zufälligen als auch die systematischen Fehler (man denke
beispielsweise an den Papiereingang) zu ermitteln, um hierauf die
Frage nach der Genauigkeit von auf der Karte erhobenen Ausmessungen
(Distanzen, Azimute) zu beantworten. Die dabei auftretenden
Ausgleichungsrechnungen erfolgen nach der Methode der kleinsten Quadrate.

F.s wird vorausgesetzt, daß die zu untersuchenden Karten das

rechtwinklige, ebene Koordinatennetz (Kilonieternetz) tragen, wie das
bei den neuern Ausgaben offizieller schweizerischer Kartenwerke der
Fall ist. Das Gradnetz kann in den den schweizerischen Karten zugrunde
gelegten Projektionen nicht verwendet werden. Wohl aber eignen sich
für derartige Genauigkeitsuntersuchungen die Gradnetze derjenigen
Karten, die in normaler Zylinderprojektion entworfen worden sind,
da in diesen die Meridiane und Parallelkreise rechtwinklig sich schneidende

gerade Linien sind.
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A. Netzpunktgenauigkeit und Netzverzerrung.
tìàs kilbin'eternetz wird neben déni zufälligen Fehler der

Netzpunkte auch zwei systematischen Fehlereinflüssen unterworfen sein:
Der Langenverzerrurig in den Axenrich-
tungen und der Anorthogonalität. Als
Hilfsmittel, diese Fehler des Netzes zu
bestimmen, kommt der Koordinatograph
in Frage, mit dem alle Netzpunkte
aufgenommen werden. In Figur 1 sind die
Verhältnisse veranschaulicht. Die
gestrichenen Koordinaten sind der Karte, die
andern dem Koordinatographen
zugehörig, t, s und cd sind Orientierungsunbekannte

der beiden Koordinatensysteme
und nur von untergeordnetem Interesse,
(co—cp), die Abweichung vom rechten

Winkel, sowie die Längenverzerrungen n und m in den Axenrich-
tungen die eigentlichen Unbekannten, deren Kenntnis erwünscht ist.
Die Transformationsformeln für diese beiden Koordinatensysteme
lauten:

+ y' • cos cp

— y' " sin cp

wobei w den Winkel zwischen den x-Axen, cp denjenigen zwischen den
y-Axen bezeichnen möge. Sind ferner n und m die Längenverzerrungen
in der y'- und x'-Richtung, so hat man

y — t + y' ¦ n • cos cp y x • m • sin w 1 (2)
x s — y' ¦ n ¦ sin cp + x ¦ m • cos co

F'ür jeden Netzpunkt ergibt sich ein solches Gleichungspaar mit
den sechs Unbekannten

s, t, co, cp, m, n
Fehlerhaft sind die Netzpunkte, somit ihre Koordinaten y', x',

und diese sollen nun als Beobachtungen aufgefaßt werden. Die
Ablesungen am Koordinatographen (y, x) sind als fehlerfrei zu betrachten,

wenn man zu einer Lösung dieser Ausgleichungsaufgabe gelangen
will.

Zur Berechnung der Näherungswerte der Unbekannten sind die

Gleichungen (2) günstiger als die nach y und x aufgelösten
Beobachtungsgleichungen. Man findet sie aus den Gleichungspaaren dreier
Punkte wie folgt:

y
x

I X

x'
sin co

cos CO

(1)

y + X-- (t+s) + y' ¦ n ¦ (cos cp sin 99) + x ¦ m • (sin co + cos co) (3 fil

// — x -- (t — s) + y' ¦ n • (cos qi + sin cp) + x' ¦ m ¦ (sin to -— COS cu) (3 dl

In vereinfachter Form:
(v + *) A + y' ¦ R + x' ¦ cl (3
(y — x) D + y' E + x' ¦ f\

Aus den ersten drei Gleichungen rechnet man mit geringer Mühe
die neuen Unbekannten A, B, C, aus den letzten D, E, F, die hierauf
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in der folgenden Weise zur Bestimmung der Unbekannten» t, s, cp, cd,

n, m verwertet werden.
A + D A — D

t s
2 2

£ — B C + F
tg(p=E~TB' tg™

n YY (£2 + E2), m YT. (C« + F2)

In den Ausdrücken für n und m hat natürlich nur das positive
Vorzeichen einen Sinn.

Aus (2) findet man mit leichten Umformungen, die l]ier
übergangen werden, die Beobachtungsgleichungen

(y — t) cos co — (x — s) sin cd Z
!J

n ¦ cos (cu — cp) N

(y — /) • sin cp y (x — s) cos cp z'
m - cos (cd — cp) N'

Diese beiden Ausdrücke müssen noch auf lineare Form gebracht
werden, was im Nachfolgenden nach Taylor geschieht. Den Näherungswerten

s0, t0, to0, cp0, 7i0, m0 seien die plausibelsten Verbesserungen
er, t, Q, <?, v, fj, zugeordnet.

Z0 cos co0 sin a>0
y • t P ' a y

JV0 N0 N0

Np {—(y — Zp) sin co0 —(x — s0) cos co0) yn ¦ sin («j0 — cp0) Z0 q
JV„ä

Za ¦ n0 sin (to0 — cp0)
__

Z0 • cos (co0 — cp0)

N02 N02

y • N0 Z0 — cos cd„ ¦ t + sin co0 • a — {(y — t0) • sin o»0 +

(x — s0)cos cu0— tg (to0 — cp0) Z0}" Q — tg («>0 — cp0) Z0 •
cp -v.

Z~ sin^0 cos^o Z« • m0 • sin (a>o — cp0)
x n0'—Nj 'T~^T'° +~ TTr. -~'Q +

ATo'iXy — *o) cos <Po — (s —«o) sin <y0} — m0 • sin K- q)0) Z0'

JS0'
Z„' ¦ cos (to0 — cp0)

N0'2- H-

x' N0' Z„' — sinç)0 • t — cos cpa
• a + tg(co0— cp„) Q + {(y — r0) cos

Z '
—(x — s0) sin Ç90 — tg(a.0— cpe) ZQ'} " $ — "p..

<r«
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Einfacher geschrieben hat man nun folgende Fehlergleichungen:

i a b c n d e

N„ Ar„ N0 A'0 T N0

a b' c d' f(x0 — x — ¦ t t 'a + -,
" U + - ¦

-,
• 0 — —

AT,' tf,' tf0 tf» Aro

(I)

Die Vergleichung mit obenstehenden Formeln zeigt die Bedeu-

a b a b'
tung der Koeffizienten —, —,. —,, —,. deren Berechnung sich

NT N' N0" N0'

außerordentlich einfach gestalten läßt, wenn man den Koordinatographen
dem Kartennetz gut anpaßt, die Koordinatensysteme also nahezu
zusammenfallen läßt, sin cu0, sin cp0 und tg (a>0 — cp0) werden wenig von
Null, cos oj0, cos qjq wenig von Eins verschieden sein, was die
logarithmische Berechnung überflüssig und die Anwendung des
Rechenschiebers auf der ganzen Linie möglich macht. Da N0 und N0' wenig
von Eins abweichen, bieten auch sie keine Schwierigkeiten.

Aus den Fehlergleichungen (4) werden nun in der üblichen Weise
die Normalgleichungen hergeleitet und die letzteren nach dem Gauß-
schen Algorithmus aufgelöst. Die ermittelten plausibelsten Verbesserungen

liefern dann mit den Näherungswerten die definitiven Werte
für die Unbekannten:

t t0 y r qi cp0 y 0
s s0 y a n n0 + v (5)
co oj0 y Q m m0 y /x

Man hat nun nicht nur über Orientierung und Verzerrung des
Kartennetzes Aufschluß, sondern es ergibt sich bei einer kleinen Ueberlegung

weiter der mittlere Fehler der Netzpunkte in den Axenrichtun-
gen, der im mittleren Gewichteinheitsfehler nach der Ausgleichung
zu erblicken ist (m,).

Mit (5) kennt man das Koordinatensystem, das dem vorliegenden
gedruckten auf der Karte am besten angepaßt ist; es ist ein
schiefwinkliges mit verschiedenen Längenverzerrungen in den beiden Axen-
richtungen. Man ist auch in der Lage, zu jedem Netzpunkt auf der
Karte die Verbesserungen der ausgewerteten Fehlergleichungen
zuzufügen, um zum Netzpunkt des am besten sich anschmiegenden Systems
zu gelangen.

Beispiele: Diese Untersuchung des Netzes wurde an zwei neuen
Karten, die das Gebiet der Gemeinden Wallenstadt und Flums in den
Maßstäben 1 : 25 000 und 1 : 40 000 umfassen, und die auf
photomechanischem Wege als Kartenproben erstellt wurden, angewendet.
Nachstehend folgen die Ergebnisse.

Anzahl der Netzschnittpunkte 60

Fehlergleichungen .120
Normalgleichungen 6



— 287 —

Maßstab m, s (tu—tp) n m

1:25 000

1:40 000

+ 0.012 cm

+ 0.009 cm

-l'55" +25"

+ 0'56" ±30"

0.9986 ±0.00009

0.9994 ±0.00011

0.9985 +0.00008

0.9996 ±0.00010

Für (co — cp) muß der mittlere Fehler nach M2 m2co ± m2cp noch
berechnet werden, da nur die mittleren Fehler von cd und cp aus der
Ausgleichung hervorgehen.

±25"1 : 25 000 M (w_«^ ±sj\l2 + 18°~

1 : 40 000 .1/ (cd—cp) iy/202 222 ±30"

B. Genauigkeit der Punktlage bezüglich des Netzes.
Dabei handelt es sich um die Ermittlung des Unterschiedes der

Lagen im umgebenden Netzquadrat entsprechender, leicht und
eindeutig definierbarer Punkte in Original und Karte. Sind x, y die
Koordinaten eines Punktes im Original, bezogen auf das umgebende
Netzquadrat, x y' diejenigen des entsprechenden Punktes in der Karte,
so kann aus n Punkten durch Bildung der Unterschiede ex x — x
eu y — y' der mittlere Fehler nach den Formeln

± Vn? ± 1/iiM
für jede der beiden Axenrichtungen gerechnet werden, der uns, da
der Zeichner keine Richtung bevorzugt, das Maß der Punktgenauigkeit
in beliebiger Richtung in bezug auf das Netz darstellt. An seinem
Zustandekommen wirken sowohl der Kartenzeichner (oder Stecher,
Lithograph) als auch die Reproduktion (Druck) mit. Fehler aus
Maßstabänderungen werden in der Weise ausgeschaltet, daß die erhobenen
Koordinaten auf den Sollwert der Netzquadratseiten ausgeglichen
werden.

Die Ausmessungen geschehen am besten mit Transversal-Glas-
tafeln, die auf Hundertstelsmillimeter abzulesen gestatten. Die aus dem
Original 1 : 10 000 erhobenen Maße können bei Annahme eines mittleren

Messungsfehlers von 2/10o Millimetern als fehlerfrei, die der Karten
als nur wenig beeinflußt angesehen werden. Da aber die e für die
Berechnung des mittleren Fehlers nur in ganzen Metern anzugeben sind,
ist eine Berücksichtigung des Messungsfehlers mit der Glastafel
wegzulassen. Man kann sich übrigens unter Benutzung der Formel
m 2 m2Qi y m2K leicht darüber Rechenschaft geben, daß m durch
den mittleren Messungsfehler mg; nicht fühlbar beeinflußt wird.

Wesentlich anders liegen die Verhältnisse bei den farbigen
Druckplatten (rot, grün, blau, braun), da sich hier zu den Fehlern e noch
der systematische Fehler s der Druckplattenverschiebung beigesellt.
Diese Verschiebung aus den wenigen farbigen und den schwarzen
Netzschnittpunkten zu bestimmen, wird zu ungenau ausfallen. Ihre Er-
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mittlung geschieht am besten indirekt aus den Lagedifferenzen y
entsprechender Punkte (wie für die Schwarzplatte) durch Summation
der v und Division durch die Anzahl der Punkte n:

[vi
n

[« [e] n " s je]
—, wobei 0 wird.

n n n

Außer dem wahrscheinlichsten Wert der Verschiebung s erhält man
die vom systematischen Fehler befreiten Lagedifferenzen, aus denen

sich der mittlere F'ehler leicht berechnen läßt / m VIT
Nachfolgende Tabelle zeigt die Ergebnisse dieser Untersuchungen

an Karten des Gebietes Wallenstadt-Flums in drei verschiedenen
Maßstäben. Dazu ist noch zu bemerken, daß die den fünf Originalblättern
entsprechenden Teile, aus denen sich jedes Kartenblatt zusammensetzt,

getrennt behandelt sind und die für jedes von ihnen ermittelten
mittleren Fehler nach der Formel für die Zusammenfassung derselben
zu den Schlußwerten der Tabelle führen. Entsprechend diesen
Zusammensetzungen der Karten aus fünf Teilen ergeben sich natürlich
verschiedene Plattenverschiebungen, deren maximale für jeden Maßstab
und jede Farbe angeführt ist.

Mittlere Fehler und maximale Druckplaltenverschiebungen in den Axen-
richtungen (in Metern).

Maßstab schwarz rot § run biavi braun

1:25.000 m1

1:40.000 m1

1:50.000 m1

Zuf. Syst. Z. s. 2. s. z. s. z. s.

+
2.4 —

+

2.6 - 5.1

- 9.1

-18.1

+

2.6 +-5.2

-4.9

+ 5.9

+

3.0 +10.5

+

¦2.7 +6.2

+6.2

-8.7

3.6 — 3.8 3.5 3.8 + 6.5 3.4

5.0 — 3.8 3.5 5.5 + 6.3 3.3

m' mittlerer Punktfehler in beliebiger Richtung, bezogen auf
das Netz.

Die mittleren F'ehler der einzelnen Farbplatten stimmen nicht in
jedem Maßstab gut überein, was sich daraus erklären läßt, daß nicht
alle systematischen Restandteile ausgeschieden sind, so der F'ehler aus
dem bewußten Miteinbeziehen der starken Lageänderung von Objekten

an den Straßen (weil Straßen verbreitert dargestellt sind), der Einfluß

der verschiedenen Zeichner und verschiedenen Bedingungen für die
Zeichnungsausführung. Im Maßstab 1 : 50 000 treten diese Fehlerein-
flüsse besonders deutlich in Erscheinung. Die Karte 1 : 50 000 wurde
im selben großen Maßstab wie 1 : 10 000 gezeichnet und dann
photographisch verkleinert, sollte also den gleichen mittleren Fehler (in
Metern) aufweisen. Dies trifft bei der roten, grünen und braunen Platte



rot grün blau braun
71 32 19 35
72 45 54 35
63 34 13 33
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zu, nicht aber bei der schwarzen und blauen. Während bei der schwarzen

Druckplatte die oben genannten Fehlerquellen in Frage kommen,
kann man sich bei der blauen Platte ohne die genaue Kenntnis
ihrer Entstehung bloß Mutmaßungen über den Grund des größeren
mittleren Fehlers hingeben.

Die Anzahl der Punkte, die zur Bestimmung der Werte
obenstehender Tabelle diente, ist für

schwarz
1 : 25 000 48
1 : 40 000 62
1 : 50 000 55

Eine willkommene Vergleichung gestatten die auf jeder Karte
dargestellten trigonometrischen Punkte, die einen mittleren Fehler
liefern, der auch die F'ehler des Originals umfaßt. F'r beträgt für

1 : 25 000 ±2.1 m
1 : 40 000 ±3.9 m
1 : 50 000 ±5.1 m

Die Uebereinstimmung ist eine recht befriedigende, wenn man
in Betracht zieht, daß diese mittleren Fehler aus der geringen Anzahl
von 16—21 trigonometrischen Punkten berechnet sind.

Der mittlere Punktfehler in dcrEbene. Die
durch Messung bestimmten ex, ey der
vorausgehenden Betrachtung sind die Projektionen

der Punktabweichungen von der Solllage

auf willkürlich gewählte Richtungen
(Axenrichtungen des Koordinatensystems).
In nebenstehender Figur sei P der Punkt
des fehlerfrei angenommenen Originals, P' der
entsprechende Punkt der Karte. Es ist nun
ohne weiteres ersichtlich, daß der mittlere
Punktfehler in der Ebene (zum Unterschied
des mittleren Punktfehlers in einer Richtung)

*x

sich folgendermaßen ausdrücken läßt:

V..- -V fcw fcy i

Er nimmt mit Beschränkung auf die schwarze Druckplatte
folgende Werte an: 1 : 25 000 ±3.5 m

1 : 40 000 ±5.1 m
1 : 50 000 ±7.0 m

(Schluß folgt.)

Die Vorschläge für eine neue Landeskarte.
Von Dr. M. Zeller, Ingenieur, Bern.

Seit Jahren schon wird von einer neuen Landeskarte gesprochen,
ohne daß es bisher gelungen wäre, die Wünsche der verschiedenen
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