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Zur Gewichtsverteilung bei der eingehängten
Dreieckskette.

(Schluß.)

Hiebei wurden zur Abkürzung eingeführt:
I ]c2 f- c2 r. fL'2 o'2 1 -j + — + h 2 - cosa FD + 2 - cos oDA

o2 o2 o2 o o

c 1c f Ice

+ 2 — cos gaq + 2 - cos (oDA— aFD) + 2 — cos (aAQ—gfd)
o o2 o2

/c
+ 2 — cos (gaq — aDA) ;

{fc2
Je f c

1 -| (-2 — cos gfd -\ cos aDA H—- cos gAq
02 0 o o

kf kc Ì
+ —- cos (gda—ofd) + cos (oAq—ofd) ;

o- o2 J

f / c kf
R2 o'2 —- sin aDA + -- sin gAq H sin (oDA—oFD)

[0 o o2

Ice Ì

-f — sm(Gaq—opd)\
o- J

und zwar ist:
k sin 20 sin 17 sin (14 -f- 13)

o
~ sin (20 + 19) sin 16 sin 13

'



daher
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/ sin 20 sin 17 sin 14 sin 11 sin (8 + 7)

o
~ sin (20+19) sin 16 sin 13 sin 10 sin T

e sin 20 sin 17 sin 14 sin 11 sin 8 sin 5 sin (2 + 1)

o sin (20+19) sin 16 sin 13 sin 10 sin 7 sin 4 sin 1

kf sin2 20 sin'- 17 sin (13+14) sin 14 sin 11 sin (8+7)
— î -u. s. f.
o2 sin2 (20+19) sin216 sin313 sin 10 sin 7

während die Südwinkel schon im ersten Teil ausgewiesen
wurden.

Die Gesamtänderung in den Koordinaten von D,
hervorgerufen durch die Fehler der gemessenen Dreieckswinkel und
der gegebenen Q-Koordinaten, läßt sich vor der Winkelausgleichung,

wie folgt, darstellen:

dïû d^ + d^-2^(3L:dl + 3i'd2+...+ ^d20)4 tL'2 L'1 L' [dl dl 220 \

+ JÄd1 + ^d2+...+ ^,d20
L'2\dl 32 d20

+ A(^dl + ^d2+...+ ^d20
L'2\dl 32 d20

und

' 4 L'2 L'2 L' \dl 320

_Xl^dl+... + ^d20| + JL|^dl+...L'2\dl 320 J L'2\dl

+ ^d20J.
320 j

Bezeichnen wir die Koeffizienten von dl, d2, d3... in der
Abszissenfunktion mit /,,/«, /8..., jene in der Ordinatenfunktion
mit gx, g.„ gs..., setzen p_ p_ + p_ pA + p, p% Cx, so wird

_______ X^l + JL3^
L' 3 1 L'2 d 1 L'2 3 T

____ _2^3L/_ _____ X3-«,
9l ~~

L' dl L'2 dl L'2 dl'
f .^^^il^ii^2 L' 32 L'2 32 L'2 32

'

___>___ t__\ y___9* '
L' 32 'L'2d2 L'2d2'
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/:, 0, g, 0;
bei der Einfachheit der zugehörigen Uebertragungskoeffizienten

ri — ~ (Pi f* + ft & gi —7T (p' 9* + ft gA>
Li, Li

_

rw~\ \ coikönnen die Werte unmittelbar angesetzt werden :

L P J L P J

[—1 ^-{Pi /V + V. fT T P-, U-hY),

— \ — {Pi9-T + Pi vTT p»(g.—g,)2}-
LP] c,

Wir ordnen den Dreieckswinkeln 1, 2... 20 die Gewichte

px, p2. ¦ -Pi0 zu und erhalten für den mittleren Punktfehler in D,
die Anteile der einzelnen Dreiecke zusammenfassend:

jPD-r-m'o"1 J"* + -— {p_ (fT+gA) + p_(U2+ g'2)
L* Q C\

Tp-i[(k-fl)2+(g-g1Y)+--..
+ — ta» (UJ + 9.T-) + v.. (/V + giT)

Q2C_

+ p.iA(f.o-fi9rT(g,0-gt9)2]}.
Nach den Entwicklungen des ersten Teiles sind die partiellen

Differentialquotienten leicht zu finden; es ist
dL' /L'y a i

'

—- — — [xcosaAO + ysm<jAo\,
31 \L J L' sm 1

dR, /L'y a
p—- — -z- -— [Xd cos do + Vdsin a^0J,
31 \L/ sinl

dR_ (L'Y a,.* —( — {a;Dsina^0 — yö cosale}
31 \ L / sin 1

und nach einigen Umformungen

2
a2 FD2

iy2 sm2 1

in ähnlicher Weise ergibt sich

dL' (L'Y1 a

32 \L J L'sin2
3Ä, /L'\2 a

32

(a;cos (a^o—3) + «/ sin (op*0—3)},

1 — — -—- {»dCOS (<j^0—3) + yD sin(oAQ—3)},
\ I / sm 2
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d j? ' T é \ - n
—- — — {xd sin (oaq—3)—yD cos (gAq—3)}
3 2 V L sm 2

und damit sehr einfach

2 «W ft'-PJ2
?s "

£2sin22 ^sinM'
schließlich

r-. PT)2
(f-UY + (g-gTi y.rr->-L- sm- 1

Und so beträgt der Anteil des ersten Dreieckes an dem
Pimktfehler in D :

M, (I)
m2 PR ft 6" + ft a' + ft c'2

(i)
e2 sin21 £-' p, p, + p, p:i + p., pA

Es gilt demnach im ersten Dreieck die »Seite 6 als Grundlinie,
der »Scheitelwinkel ist <C 1 ; läge dieses Dreieck allein vor, dann
wäre der Fehler im Scheitel

m2 px b'2 + p., a2 + p:i c2
M2

q2 sin21 pt p_ + p, ps + p., pA

welcher bei bester Gewichtsverteilung*, d. i.

PTPTPs acsin(^C 1 + 60") :6csin(<c 2 + 60°) : ab sin (3+ 60°)

übergeht in

„, m2 |fc2 + a2 + c2 - |
SJJt { h V 3 ab sin 1 \,

q_ q2 sin2 1(2
wenn gesetzt wird p_ +p_ +p.i q_.

Zeichnet man das Dreieck aus den Seiten a, b, c auf (Abb. 2),

vergrößert die Winkel nacheinander um 60°, dann können die

Flächeninhalte a c sin «1+60°), bc sin (<£2+60°) und ab sin

(<£3+60°) leicht bestimmt werden. Nun ist aber

b2 + a2 + c2
- + »/3 ac sin 1 =a2 + c2 — ac cos 1 + tg 60° ac sin 1

2

a2 + c2—2 ac cos (<c 1 + 60") AB'2,

Punktfehler darstellensodaß sich der Kleinste — mögliche — Pi;
läßt durch

rtn
m" AB' 1

q" sin 1 y/97
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Dieser Punktfehler überträgt sich auf D in der Kettenmitte

bloß mit dem Betrage
PD

MD (I) 3R • ----,Ij
was rund der Hälfte von 3SJÎ entsprechen wird.

ä

A
60;:¦---

T
60

ï-TÙB

\60a

n
E

Abbildung 2.

Aus dem weiteren Rechnungsgange sei nur das Wichtigste
hervorgehoben, da sich eine bis ins Einzelne gehende
Darstellung wegen des großen Umfanges der auftretenden Formeln

von selbst verbietet.
Für das zweite Dreieck kommen in Frage:

¦SL' /LJ\2
34

dRi

34
SR„

{x cos (oAQ +4) +y sin (gäq+ 4:)},
L L' sin 4

- {xD cos (gAq + 4) + yD sin (oAq + 4)},
L sin 4

L-2 — ~ [xD sin (gAq + 4) — î/Dcos (oAq + 4)| ;
3 4 \ L ' sin 4

vertauscht man hierin + 4 mit —5, so erhält man sofort die
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Differentialquotienten —-,
'2 und hat nach kurzer

35 35 35

Rechnung als Wirkung des zweiten Dreieckes

MD* (II) >2 c-2. IR P^2Tp6b2+p,d2_ (II>
?2sin24 b2 L2 p4p6 + p4pa+p5p,-

Als Grundlinie dieses Dreieckes gilt die dem Winkel 4

gegenüberliegende Seite e. Im übrigen wären die beim ersten
Dreieck besprochenen Einzelheiten auch hier in Anwendung
zu bringen.

Eine etwas umständliche Rechnung, wie sie zum Teil im
ersten Abschnitt angedeutet wurde, liefert — nach Einführung
der Querlinie QC — für das dritte Dreieck den Fehleranteil:

Md2 (III)
m' .W.PR. Pi9*Tpse2 + pJ2 (III)

q2 sin2 7 e2 L°- pn p_ +'p_ p0 + ps p9

Auf das vierte — mittlere — Dreieck entfällt:

MD2 (IV)
m' 9R. ¦ — -

fto*'+Pu ?'+?¦«*' (IV)
<22sin210 g- L2 p10 p__ + p10pt.2 + pup12

Die beiden letzten Ausdrücke zeigen den immer stärker
werdenden Einfluß der mittleren Kettendreiecke gegenüber der
geringen Wirkung der Enddreiecke.

Weiterhin folgen :

Mh2(Y)=
m2 Rt.QR. p.»*'+g.4*g + p,«ft8t (V)

e2sinU4 V2 L2 p„pu+pt,p16+pup16'

MD2(Vl) ——R-—-—- -P.o^ + P.-^ + y.s^2 (yi)
ß2sin217 n2 L2 pl6ps-,+P16pls+ p„ p18

und für das letzte Dreieck in sinngemäßer Uebereinstimmung
mit dem ersten

Md2 (VII) —"l— .ÖR. Pi,r2 + p.!0n2 + p.no2 yn)
o2sin220 L2 pn, p.10+p19 p.n + p.20 p.2l

Um einen tieferen Einblick zu gewinnen, wollen wir eine

aus gleichseitigen Dreiecken bestehende Kette nach obigen
Formeln durchrechnen. Als beste Gewichtsverteilung gilt hier

p_ p., p., ' und damit wird der kleinste Punktfehler

für ein allein stehendes Dreieck:
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ç^2(I) "R A bzw. Ç0ls (II) — • A u. s. f.;
Q- 9i Q2 9.

wobei g,, q_. q1 die Gewichtssummen bei den einzelnen
Dreiecken bedeuten.

Setzt man PQ L 8 km, dann beträgt
RTTRT _ PR _ }__.

~1lT ~R2~~T'
ferner ist QC PE 2 fi km, PD QD 4:km, a b c

2 km.

Wir haben demnach insgesamt:
1 „ m2-a2{ 113 4 3 11MD2=-mQ2+—— — + + — + — + + — + -4 g- l<7, q. qs q. q& q, q-,

nehmen wir die Summe P q_ + q_ +.... + q_ mit 84 an,
berechnen fi + fi + fi _|_ fi + ^3 + v/l + fi 9.46, so

folgt:

?l= 9A6=9 q*=q«=q"

*• W 15 * Und *« 9.46- 18'

Für den mittleren Punktfehler in D erhalten wir dann als
Kleinstwert

cm 2
1

2
^2*2-9.462

X0V m0- + —
4 gr r

und mit mö + 14 cm entsprechend mL +20 cm — wie
im ersten Abschnitt —, m" +10" wird

<2ftD2 49 cm2 + 100 cm2 und
20ÎD ± 12.2 cm.

Wir ersehen aus dieser kurzen Rechnung, daß jeder Winkel
des Mitteldreieckes doppelt so viel Beobachtungen beansprucht
als der eines Enddreieckes.

Bei stark gekrümmten Ketten wird sich eine noch schärfere
Berücksichtigung der mittleren Dreiecke empfehlen, da sich die

Vergrößerungsfaktoren wie etwa dann viel ungünstiger
L-g

gestalten.
Es erübrigt noch die Aufstellung des Beobachtungsplanes

für die in der Einleitung behandelte Kette, welche ein wenig
gekrümmt ist und verschieden große Dreiecke aufweist.
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Die beste ArbeitsVerteilung im einzelnen Dreieck kann
zeichnerisch — wie oben besprochen wurde — leicht gefunden
und auch der zugehörige kleinste Punktfehler rasch angegeben
werden.

Aus einer Zeichnung, in welcher PQ 15,15 cm war,
wurden entnommen:

cmD(i) 5-ß-
\l9i

cömii)-3;95.™

90WIII) =9'/
V«

!7.m ÇDîntiV) - 8-64. m
jjiD \i » ; — —

\'9r,
^(vi) 4;23.m

P Vìa Q

ory> fVTTi ' HiTii A ^l ^i *JJ<d {» ìa; — p
V? q L 15.15

wir haben also für Pö 8 km, wie früher :

MD* '

0.5152mo2 +
/800000 m\2J5.322 3.952 9.272

V 15.15 Q/ \ q, q., qA

8.642 6.742 4.232 3.552]
+ - + + +

?4 9c 9,; 9- J

und wegen 5.32 + 3. 95 + 9. 27 + 8.64 + 6.74 + 4.23 + 3.55
=41.70, P 84:

9i R32 -Pr^n
41.70

mit p, 4, p., 5, ps 2 :

9-i :

3-95 -P 8
41.70

mit p4 =2, ph =3, ^. 3 u. ähnlich

9:-, 19 mit p. =7. p_ =3, pfl =9;
17 mit Phi "'i Pn =5> Pi,. =5:

9t, 14 mit p,,, 4, p1( 5, p.=5;
96 8 mit p,. 3, p,7 2, 23|8=2:
9- 7 mit pl9 4, p0=l, p,, =2,
schließlich bei m,Q ;£14 cm, m"=±10": SOV^O.SlS-'mQ2

/800 000- ra-41.70\2
+ I — oder

\ 15.15 o v/P /
<3)V 52 cm2 + 136 cm2. ÇïïId ±13-7 cm

Faßt man die Ergebnisse der vorhergehenden Untersuchung
zusammen, so kann man sagen: Bei der ohne Richtungsanschluß
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eingehängten Dreieckskette wird der Forderung nach bester

Ausnützung der Beobachtungsarbeit Rechnung getragen, wenn
man auf das einzelne Dreieck umsomehr Beobachtungen
aufwendet, je näher es der Kettenmitte liegt, je größer seine Fläche
und je schlechter seine Form ist.

Hellebrand.

Schweizer Geographi»sche Koordinaten.
Uebersicht über ihre Grundlagen, Berechnungsmethoden und

ihren Verwendungsbereich.

Mitteilung der Eidg. Landestopographie, Sektion für Geodäsie.
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a) Einleitung: Geographische und rechtwinklige Koordinaten.

In schweizerischen Triangulationen sind geographische
Koordinaten verhältnismäßig selten zur Festlegung trigonometrischer

Punkte verwendet worden. Das „Verzeichnis der
geographischen Oerter" der Eschmannschen Triangulation (1, S. 188)


	Zur Gewichtsverteilung bei der eingehängten Dreieckskette [Schluss]

