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Zur Gewichtsverteilung bei der eingehängten
Dreieckskette.

I.
In einer früheren Arbeit* wurde gezeigt, wie sich in einer

freien Dreieckskette die Fehler der einzelnen Dreiecke auf den

Endpunkt übertragen und welche Gewichtsverteilung zur
besten Punktbestimmung führt. Die Untersuchung gelangte
zu dem Ergebnis, daß jene Dreiecke am schärfsten beobachtet
werden müssen, welche der Grundlinie zunächst liegen.

Bei der eingehängten Dreieckskette könnte die gleiche
Aufgabe gestellt werden entweder betreffend einen in der
Kettenmitte gelegenen Punkt, womit die Frage nach der
Querverschiebung gelöst wäre, oder betreffend eine nahe der Mitte
befindliche Dreiecksseite. Dieser Fall, bei dem nur eine Funktion
zu behandeln ist, soll vorausgeschickt werden.

Zu Grunde gelegt wurde eine aus sieben Dreiecken
bestehende Kette, welche ohne Richtungsanschluß zwischen die
Punkte P und Q eingehängt ist (Abb. 1). Wählt man die Richtung

PF als x-Achse und P als Nullpunkt, dann erhält man für
die Südwinkel der einzelnen Seiten:

* Ueber die günstigste Gewichtsverteilung Denkschrift des

J.V. Akad., 1912.
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off 0, aFD (19 + 14) —(17+ 16),

oda (19 + 14 + 13+8) —(17 +16+11 + 10),

aAG (19 + 14 +13+8 +7+2) —(17 + 16 +11+10+5+4)
und mit dem Näherungswert o'', an Stelle des noch unbekannten
o, die vorläufigen Seitenlängen k'', f, c'. h'.
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Damit können die Koordinaten des vorläufigen
Kettenendpunktes Q'', welcher in der Verbindungsgeraden PQ liegt,
angesetzt werden:

xqi o' + k' cos cjfd + f cos aDA + & cos oAq,

yQ, k' sin aFD + f sin aDA + c' sin oAQ

und die Entfernung PQ' L' wird:

I/2 o'2 + k'2 + f'2 + c'2 + 2 o' k' cos aFD + 2 o' f cos aDA

+ 2o'c' cos oAQ + 2 k' f cos (oDA—aFD) +2 k' c' cos (oAq—oFD)

+ 2f'c' cos (oAQ—aDA).

Setzt man die Länge PQ, welche aus den gegebenen
Koordinaten zu berechnen ist, gleich L und beachtet, daß

h Lj

h/ ~ ~L'

sein muß, so folgt für die in der ungefähren Kettenmitte liegenden

Seite h :

L' \ h'2) Äy
Es ist demnach die Gesamtänderung in h zufolge der

fehlerhaften Koordinaten von P und Q und der fehlerbehafteten
Dreieckswinkel

dL 1 LdR h ir 1 A:!
7 „dh —; — dL— dR

RL 2 £'" L 2 L2

mit dR=-Rdl+3Rd2 + ™d-r+d^d5+... + ™dl9
dl 92 34 35 319

3-R Jon4 d20,
320

da in jedem Dreieck nur zwei Winkel als unabhängige Größen
zu betrachten sind.

Damit man die Entwicklung der Differentialquotienten
leichter verfolgen könne, sollen die einzelnen Glieder von

R
L/2

h'2
ausführlich angeschrieben werden: -

V— (~ V— rsin (19+20) sin 16 sin 13 sin 10 l2" \h) [sin 20 sin 17 sin 14 sin (10+11) | '
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k'\2_ (kV Tsin (13+14) sin 10

IT') ~{h
LY _ fLV l Bin sin (7+8)
h'J ~ \~h

[sin (13 + 14) sin 10 1*

[ sin 14 sin (10 + 11)J

sin 11 sin (7 + 8) I8
[sin (10+11) sin 7 j

cT2
_ / c \2 _

T sin 11 sin 8 sin 5 sin (1+2) I2

h'J ~\h)~~ [sin (10 + 11) sin 7 sin 4 sin 1

2—— cos aFjD
2°- -cos [(19 + 14) —(17 + 16)],

h'2 h h

—^cos om —./cos[(19 + 14+ 13+8—(17+16+ 11+10)],
h'2 h h

^J^ cos oAQ ~ *
cos [(19 + 14 + 13 + 8 + 7 + 2)

ft 2 A ft
—(17 + 16 + 11 + 10 + 5 + 4)],

—J-cOr(oDA—oFD)=r--- ' cos [(13 + 8)—(11 + 10)],
ft - h ft

2 jfc' c' 2k c
——- cos (0^,0—oFD)= - ¦ -cos [(13 + 8 + 7 + 2)

ft - A ft
—(11 + 10 + 5 +4)],

^^cos (0^0—"zm)= 2/ • y cos [(7 +2)-(5 + 4)].
ft 2 ft ft

Es wird also zunächst

/c

—- -—— [c+/ cos (op40—-aD^) + /fc cos (0^o—oüb) +0 cos o^0]
31 ft 91

und wegen
XQ o+k cos oFD+f cos ffß^ + c cos o^q PQ cos o>q

2/Q +k sin opD+f sin o^+c sin op^Q PQ sin opq

— wobei P als Nullpunkt und PF als positive «-Achse gilt
sowie oben — nach leichter Umformung

dR 2 \hj
—- - —-— (x0 cos aAQ+ yQ sm o^0)
3 1 ft 3 1

— - ~T— (xQ cos ö0^+2/0 sin oQA)
h 3 1
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2 \h
d'C

QP cos (oQA—<£ 1—Oqo)

d'c

h 3 I

!-—¦<«•-¦•
ft 31

wenn mit P_i die Projektion des Punktes P auf die Richtung
QA, d. i. Richtung QP—<£1 bezeichnet wird; ferner ist

A/ c sin 2 a

3 1 A sin (1 + 2) sin 1 Asini
dR 2a.QP_,.sinl 4AQBP..X

und daher =— (1)
3 1 h2 sin2 1 h2 sin21

weil a. QP—i ' sin 1 dem doppelten Flächeninhalt des Dreieckes
QBPr^\ entspricht. Erfolgt der Umlauf von Q über B nach
P_i im Sinne der Uhrzeigerbewegung, dann ist die Dreiecksfläche

mit positivem, im Gegenfall mit negativem Vorzeichen
einzusetzen.

Auf ähnlichem Wege findet man
dB _4AQBP+2
3 2 A2sin22

worin P+2 die Projektion von P auf die Richtung QB + <£ 2

bedeutet; ebenso

9R= 4AQAP+4
3 4 h2 sin2 4

mit P+4 als Projektion von P auf die Richtung QA + <£ 4, was
aus der Schreibweise QAP+4 zu ersehen ist, ferner

3P 4 A QAP_r
3 5 7t2 sin2 5

Für den Differentialquotienten — erhält man zunächst

3P 2 e _ ..,.-.•[ xQ cos oß^ + y q sm a^]

(5)

3 7 A2 sin 7

2cc«7
A2

[xQ cos OP4Q+ ÎA? sin °aq]
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2c
77 Oo sin °AQ—yo cos oAQ]
h2

[xQ cos oda + yQ sin oDA]
A2 sin 7

2 c
[«o cos (oAQ—7) + yQ sin (a^Q—7)] ;

h2 sin 7

setzt man hierin
c e cos (2 + 6) + QC • cos AQC,

oda (oaq—7) — (2 + 6)—180°, so wird
3 7? 9

— [xq le sin (2 + 6) sin (oAq—7)
3 7 A2 sin 7 l

—QC-cos AQC-cos (oAQ—7)}

+ yQ {—e sin (2 + 6) cos (aAQ—7)—QC-cos AQC • sin (oAQ—7)}]

und mit e sin (2 + 6) QC sin AQC:

~ —xf~- [xq cos (^0 + ^ AQC-$. 7)
3 7 ft2 sin 7

+ 2/0sin(o^0+<^^QC— <£7)]

2QC
[xQ cos (öqc—7) + y0 sin (oqc—7)]

cos (oqg—7—oqp)

h2 sin 7

2 QC-QP
A2 sin 7

2 QC • sin 7 • QP_7 4 zi QCP_7
A2 sin2 7 A2 sin2 7

Eine ähnliche Entwicklung liefert
3P 4AQCP+S

(T

(8)
3 8 A2 sin2 8

wobei P+8 als Projektion von P auf die Richtung QC+ <£ 8

aufzufassen ist.

Etwas umständlicher gestaltet sich die Berechnung der
r) 7? P 7?

Ableitungen und Es ist nach Ordnung der Glieder
310 311

3^ 2 m-
(o+fc cos ÖFD+/ cos aDA+c cos cr^o)

310 A* sin 10
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2 ka
+ [k+ OCOS GFD + f COS (gDA GpD) +C COS (gAq GpD)]

A ' sin 10

2/&U2
4. [f+o cos aDA +k cos (gDa—aFD)+c cos (aAQ—aDA)]

h2

2 cet 12
+ " — - [c+o cos aAQ + k cos (gaq— aFD)+f cos (aAQ—oDA)]

2/+ [o s,maDA+ksm(aDA—aFD)]

2c
+ "PPP [° Sln <^Q + & sm (ct^q—<7Fß)]

ft2

2 oo 2 kg -,

r-~ XQ+-— [xQ cos apD+yg sin <tfd]
ft1 sm 10 A'sin 10

2fctl2r+ - PPP lxQ COS GDA+yQ sin CTo^j
ft-

2 c ci 12
+ —: - [xq cos ct^0+ yQ sin <^0]

A'1

2 / 2 c
+ [xQ sin rjD/4—j/0cos ctz,^] + [x0 sin GAQ—yQ cos or^,0]

A2 A-

2 o 2o
- - Xq [o+ & cos gfd] + yQ [k sin gfD]

A3 sin 10 A'sin 10

2 c/ 12
H — \xQ{f cos aDA+c cos GAQ\ + yQ{f sn\GDA + csin gaq}]

A2

2
+ — [x0 {/ sin CT£>^ + C sin <-Mq} —2/0 {/ C0S GDA + C COS <7.4q}]

und nach Einführung der Strecke QD durch

O + k COS GpD Xq DQ COS opog

fc sin gfd î/q—PQ sin gdq

f COS fjß^ + C COS rj^ß DQ COS CT£)0

/ sin gda + c sin ct^q DQ sin opoQ

folgt
3-ß 2gr 2 0-PQ
^TT • ,„ ^"0+ yoJ — rr— ,ft l>o cos GDQ+yQ cos CTß0J
310 A3 sin 10 A3 sm 10

2ct\2-DQ r+ : [xq cos gDq + yo sm gDq]
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H — [xq sin GDQ—yo cos gdq]

2 L2 g 2 DQ
• aV)[cos ano cos 10—sin rjno sm 10]

A2 sin 10 A A2 sin 10 '

2 DQ
—- - ¦ - 2/q [sin CTßQ cos 10 + cos rjöQ sm 10]

A2 sin 10

oder mit xQ PQ cos <7Pq, yn PQ sin gpq schließlich

3P 2P2 g 2DQ-PQr
— • COS OPpo COS (fjDO+ 10)

310 A2 sin 10 h A2 sin 10

+ sin rjpo sin (gDq+ 10)]
2P2 o 2DQ-PQ"- • -COS(fJoZ)+10 —o-np

A2 sin 10 A A2 sin 10

IR g ±AQDP+W
h2 sin 10

'
A A2 sin210

Für die weiteren Differentialquotienten ergeben sich die Werte :

_B_ 2L2
<

» 4 J QPP_U
313 A2sin 11

'
fc A2sin2 11

mit Q_n als Projektion von Q auf die Richtung PD—<£11;
3P 4APEQ_\S

(14)

(16)

(17)

(19)

(20)

Das Vorzeichen der Dreiecksfläche bestimmt sich aus der

Umfahrungsrichtung gemäß der obigen Schreibweise.
Für eine Dreieckskette, welche aus gleichseitigen

Dreiecken besteht, wird die Berechnung obiger Differentialquotienten

312 A2 sin213 '

3P 4zlPPQ+I4
314 A2 sin214

3P 4zlPPQ+19
316 A2 sin216 '

3P 4 A PFQ-„
317 k2 sin217 '

und für die Winkel des letzten Dreieckes
d R 4zfPGQ_19
319 A2 sin219 '

3R 4APGQ+W
320 h2 sin2 20
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an Hand einer Zeichnung sehr einfach; man erhält für die

Seitenlänge 1 :

dh l-dL+ —= (d l+rf20) +-^—(d2+d 19)
4 2^3 y^4v/3V '

+ —-(d4+d\l) — (rf5+rfl6) + V/3 (dl+dU)
4v/3 4v/3 4

+ .(rf8+rf 13) — V?_(rfl0+rf 11).
Zi

Die Kette, welche in der Abbildung dargestellt ist, ergibt
unter Benützung der eingezeichneten Dreiecke

QPP_i, QPP+2 für PQ 8 km :

dh cm 0.30 d L cm+0.52 d 1" + 0.42rf2"—0.02 rf4"—0,31 rf5"
+ 0.95 dl" + 0.49 d 8"— 1.17 d 10" + 0.23 d 20"
+ 0.20 d 19" + 0.15 rf 17"—0.20 rf 16"+0.60 rf 14"
+ 0.23rfl3"— 1.03 rf 11";

ähnlich folgt für eine kreisbogenförmig gekrümmte Kette —

Durchmesser PQ 8 km —, welche aus vier gleichseitigen und
drei gleichschenkligen Dreiecken zusammengesetzt ist:
rfA cm 0.61 rfP cm + 0.39 (rfl" + rf20") + 1.03(rf2" + rf 19")

— 0.39(rf4" + rf 17")—1.27 )rf5" + rfl6")
+ 1.99 (rf 7" + rf 14") + 1.46 (rf 8" + rf 13")
— 2.07 (rf 10" + rf 11").

In allen diesen Fällen tritt die besondere Bedeutung der
in der Kettenmitte liegenden Dreiecke hervor.

Will man Aufschluß bekommen über den Einfluß einer
besseren Gewichtsverteilung, so setze man
dh /0rfP + /t rf 1 + /2 rf2 + /4rf4 + /,rf5 +/, rf 7 + /8 rf 8

+ /]0rfl0+/1lrfll +
und da die Uebertragungsgleichungen alle die gleiche Form

Ip\ [pp
aufweisen, werden die Funktionen

0

t'»i

F* f. + rt= &¦ {-A P, + h (P, + P*
°i
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F,= V=-7? {/,P* + /SP,}

mit C, pj p., + p, ps + p.2 Pg —
und demnach der Anteil des ersten Dreieckes an dem mittleren
Fehler in h, wenn m den mittleren Fehler der Gewichtseinheit
bezeichnet :

2-imY\lT >F-2 F*2i fm Y p- A'+p, /.'+(/.-/,)'?,r__+__+-_n_,
\q/ Ip, p2 PsJ Ve/ PiPi+PiPs+PiP*

Den Kleinstwert der Funktion

Pi «s + P2 ö2 + PäC2

Pi P2 + P, Ps + P.» Ps

bei unveränderlicher Summe pt +p2 +p3 g, geben die Werte

_
2 bc sin a + \/3 (— a2 + b2 + c2)

2,1 ~
6 6c sin a + ^(a2 + ò2+c2)

"?"

_
2 ac sin ß + y/3(a2 — 62 + c2)

^" ~
6 ac sin /S + s/3 (a2 + 62 + c2)

9' '

_
2 aò sin y + y/3 (a2 + 6'-' — c2)

23:1 ~
6 ab sin / + ^(a2 + b2 + c2)'^'

wobei etwaige komplexe Wurzeln, denen eine praktische
Bedeutung nicht zukommt, bereits ausgeschieden sind, insofern
als a, b, c den Seiten eines konstruierbaren Dreieckes entsprechen
müssen, dessen Winkel dann gleich a, ß, y sind.

Da nun in unserem Falle die dritte Größe (/,—/,) den
Unterschied der beiden anderen darstellt, werden a, ß, y gleich
0° bzw. 180° und es verbleibt

Pi'-PTPs /» (fi—U) '¦ /s (U—/i) : /i fl
und das zugehörige pIj2 wäre theoretisch

welches sich jedoch nicht verwirklichen läßt, weil ein p-Wert
negativ ist. Im Falle das erste Dreieck der Kette gleichseitig ist,
werden — wie oben angegeben —

71
2v/3' /'-'

4s/3



— 107 —

und pj : p2 : p8 2 : —1 : 2 ;

setzt man p2 0, dann folgt

Ai-=nt\îl+(k~JTf
Q- IPs Pi

und mit p1 — ft, ps — • q1 ergibt sich der prak-
h h

tisch mögliche Wert
m2 JIA 2 ¦ ¦lJl min "

Wir teilen den einzelnen Dreiecken der abgebildeten Kette
die Gewichte ft, ft.. .ft zu und erhalten aus den früher
angeführten /-Werten der Reihe nach:

1. U 0.52, /, 0.42 :p1 q1- f-^îl 0.19 ft, p2 0,

Ps qx-f o.8i ft,

m2"
A] min • 0.52- ;

9i

2. /4 —0.02, /. —0.31 : Vi 0, p5 ft-^=^ =0.93 ft,

P,=^-yL 0.07ft,

TW2"
Pi 2 — —---0312-

3. /, 0.95, /„ 0.49 : p, ft. ^^ 0.48 ft, p8 0,
/7

Po =<Z3- J8 =0.52 ft,
tW2"

42min — -0.95 g2;

4. /10 -1.17, fu -1.03 : p10 ft •
-/in_/^ 0.12 ft,

/10

Pn =0, P12 ft-(U=0.88ft,
/10
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A 2
-'4 min - 1.17s

5. /1S 0.23, fu 0.60 : pis 0, pu

Pir, °V

A± -£• 0.62 ft,/n

/u
0.38 ft,

-1 2 •

—¦5 min —
111-

»0.60;
(h

UlS
6. /16 -0.20, /„ +0.15 : p18 ft- -^— 0.57 ft,

/1« At

Px-=%-
ha In

0.43 ft, pl8

J6 min •0.352;
?a

7. /„=0.20, /,0 0.23 : p„ 0, p2 %Uo /i»
o.l3g7,

A«

/so

P*i =Î7 ••,'"= 0.87 ft
'20

»ft-

r/;
•0.23.,.

Faßt man alles zusammen, so lautet der Ausdruck für den
mittleren Fehler in der Seite A :

JPÄ 0.09 m2L + m2"
0.522 0.312 0.952 1.172 0.602 0.352 0.232'

+ +
% ?» qt

T
ll % ?» °4 ö5 «ö Î7

seinen Kleinstwert erreicht üf 2A bei Voraussetzung der
unveränderlichen Gewichtssumme

+ & + ¦ • • + ?e + °7 P

wegen 0.52 + 0.31 + 0.95 + 1.17 + 0.60 + 0.35 + 0.23 4.13

0.52
fur gj P, q„

4.13 4.13

031 p 0-23 p aP, o7 P. Somit hatten
4.13

wir bei P 84 :

ft 11

?„= 6

ft 19

Pi 2> Ps 0, P«

Pj
Pt

9

0, p. 5, PB : 1

10, p8 0, p0 9
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ft 24

% 12

%= 1

ft= 5

Pio 3> Pu °> P,-2 21

P,3 0' Pl4 VP15 5

Pie 4- Pit 3- Pis 0

Pio 0, p20 1, p.,t 4

und if2,, selbst für mL ±20 cm, m" + 10'

Tïïi

M\ 0.09 to2z.+ »4.132 (36 + 20.3) cm2

Mh ±7.5 cm.

Den Hauptanteil (2/s) der ganzen Beobachtungsarbeit
beanspruchen die drei Mitteldreiecke. Die Genauigkeit in A, welche
aus der gleichmäßigen Gewichtsverteilung hervorgeht

M2h (36 + 43.9) cm2,

20 3
hätte man in Hinsicht auf das Verhältnis —— schon mit 40

43.9
P

Beobachtungen oder rund erreichen können.
Zi

II.
Die im ersten Abschnitt behandelte Frage nach der

genauesten Bestimmung einer in der Kettenmitte liegenden Seite
wird praktisch kaum eine besondere Bedeutung haben ; »sie gibt
aber die Grundlagen für die Untersuchung nach der besten
Gewichtsverteilung, wenn ein in der Kettenmitte liegender
Dreieckspunkt — etwa D — mit dem geringsten Lagenfehler
festgehalten werden soll.

Läßt sich der Punktfehler in allgemeiner Form darstellen,
dann gewährt er gleichzeitig einen Einblick in die
Querverschiebung, bzw. Durchbiegung einer solchen Kette, bietet die
Möglichkeit des Vergleichs mit der Biegung eines Strecken-
zuges und gibt wertvolle Anhaltspunkte für die Auswahl des

geeigneten Instrumentes und für das Ausmaß der erforderlichen
Beobachtungsarbeit.

Bezieht man die Koordinaten x, y des Endpunktes Q, wie
das im vorhergehenden geschah, auf PF als Richtung der
positiven x-Achse, so wird

tgapQ= und tgGpQ=
x f
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wenn mit ç, ï) die gegebenen — auf P als Nullpunkt umgerechneten

— Koordinaten von Q und mit qpq der zugehörige wahre
Südwinkel von PQ bezeichnet wird.

Der Verdrehungswinkel zwischen den beiden
Achsensystemen tp ß G

bestimmt sich in üblicher Weise aus

tgy,
fr g—fr a Xt)—yiÇ

1 + tgotgo xç+yp
und mit PQ L wird weiter

xi + yi) xty — yicos w —- *-*-, sin u« — —.
P2 P2

Die vorläufigen Koordinaten des fraglichen Punktes P, welche
sich also auf die PP-Richtung beziehen, kann man anschreiben:

xd (o' + k' cos gFd) —, yD= k' sin (3>D • -;
i» P

daher lauten die endgültigen Koordinaten von P
Jz> ^fl cos «y'— 2/n sin <y;, Çn Vd cos i/> + a;ß sin »/•

und nach Einsetzung obiger Größen

& ~ {.RiTt> R% *D R [x) R,-j Äf}.

(Schluß folgt.)

Bericht über die Grundbuchvermessung in der Gemeinde Grabs

nach optischem Verfahren.

In den Monaten Juli/August 1925 wurden mit einer
Meßausrüstung, bestehend aus Universaltheodolit Wild mit Distanzmesser

dazu, die Aufnahmen für die Grundbuchvermessung
eines Gebietes von zirka 200 ha der Gemeinde Grabs (Kt.
St. Gallen) gemacht. Die vertraglich geforderte Genauigkeit
weist das Gebiet in die Instruktion III der eidgenössischen
Grundbuchvermessung. Die Resultate lassen aber Schlüsse

ziehen, daß sich der Theodolit mit Distanzmesser auch sehr

gut für Instruktion II eignet. Das vermessene Gebiet befindet
sich am Staudnerberg, südlich des Dorfes Grabs, in einer Höhenlage

von 500—1200 m. Das Terrain hat eine durchschnittliche
Neigung von 35 % und ist auf drei Seiten von Wald eingefaßt.
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