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Zur Gewichtsverteilung bei der eingehingten
Dreieckskette.

I.

In einer fritheren Arbeit* wurde gezeigt, wie sich in einer
freien Dreieckskette die Fehler der einzelnen Dreiecke auf den
Endpunkt iibertragen und welche Gewichtsverteilung zur
besten Punktbestimmung fiihrt. Die Untersuchung gelangte
zu dem Ergebnis, dall jene Dreiecke am schirfsten beobachtet
werden miissen, welche der Grundlinie zunéchst liegen.

Bei der eingehéngten Dreieckskette konnte die gleiche
Aufgabe gestellt werden entweder betreffend einen in der
Kettenmitte gelegenen Punkt, womit die Frage nach der Quer-
verschiebung gelost wire, oder betreffend eine nahe der Mitte
befindliche Dreiecksseite. Dieser Fall, bei dem nur eine Funktion
zu behandeln ist, soll vorausgeschickt werden.

Zu Grunde gelegt wurde eine aus sieben Dreiecken be-
stehende Kette, welche ohne Richtungsanschlufl zwischen die
Punkte P und @ eingehingt ist (Abb. 1). Wihlt man die Rich-
tung PF als z-Achse und P als Nullpunkt, dann erhilt man fiir
die Stidwinkel der einzelnen Seiten:

* Ueber die ginstigste Gewichtsverteilung . ..., Denkschrift des
J. V. Akad., 1912, "l
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o =0, opp = (19--14)—(17416),
opa = (19414113 1-8)— (17416 +11-410),
646 = (194144134847 42) — (17416411 +10+544)

und mit dem Naherungswert o/, an Stelle des noch unbekannten
o, die vorlaufigen Seitenlingen %/, f/, ¢’... A’....

B
a 4\ =
oS
s /‘
(L '
| \
P40

g

Abbildung 1.
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Damit konnen die Koordinaten des vorliufigen Ketten-
endpunktes @‘, welcher in der Verbindungsgeraden P@ liegt,
angesetzt werden:

2o = 0’ + k' cos opp + [/ cos apyg + ¢’ cos 640,
Yo = k' sin opp + [’ sin opyg + ¢’ sin 049
und die Entfernung PQ‘ = L’ wird:

L7 =024+ k24 f24¢242 0 k' cos app+ 2 0’ / cos opy
+2 0’ ¢/ cos 640 + 2 k' ' cos (6pa—orp) + 2 k’ ¢’ cos (640—0Fp)
+ 2 f/ ¢’ cos (640—0Dpa).

Setzt man die Lange P, welche aus den gegebenen Ko-

ordinaten zu berechnen ist, gleich L und beachtet, dal}
h L

o L
sein muB, so folgt fiir die in der ungefihren Kettenmltte liegen-

den Seite A :
12 l
h - hl £ = L L 2 £1 .
L’ h'2 Rs

E.s ist demnach die Gesamténderung in & zufolge der
fehlerhaften Koordinaten von P und ¢ und der fehlerbehafteten
Dreieckswinkel

dL 1 LdR h 1 A

dh = —= — ~ e e Woss 2 e A
RL 2 R¥ L 2 I
mit dR—aal—%d1+£d2+_d4+—Rd5+ —|-#~»d19
3R
220

da in jedem Dreieck nur zwei Winkel als unabhéngige Gréflen
zu betrachten sind.

Damit man die Entwicklung der Differentialquotienten
leichter verfolgen koénne, sollen die einzelnen Glieder von

/2

B w2

h'?

ausfiihrlich angeschrieben werden:

0’\? (o 2 sin (194-20) sin 16 sin 13 sin 10 }*
) \h)  |sin 20 sin 17 sin 14 sin (10411)
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k\® kN  [sin (13414) sin 10 e,
(h’) E (k) - | sin 14 sin (104+11)
(f F i)g_ sin 11 sin (748) |®

h’) H(h, | sin (104-11) sin 7 |’
(2’ 2#_(_'9_ : sin 11  sin 8 sin 5 sin (14-2) |®
) h) ~|sin (10411) sin 7 sin 4 sin 1 ’
20k’ 20 k
% COS Ozp — ho. 008 [(19-+14) —(17416)),

2% cos oDA=%O % [(19—]—14—]—13—{—8 (17+16-+11-410)],
L 20 € 608 [(19+14+13+-8+742)

Iz Tk

—(17+164+114+10+5-1+4)],

2;;/; COSs (ODA——O'FD)Zz—:' }i COSs [(13+8)—(11+10)],
g:/; Ccos (OAQ_GFD)::Z]ZC. ;;COS [(13+ 8 + 7 + 2)

f’ , —{11+-10--B--4)3,

00 (ag—apa)= " cos [(T+2)—(5-+4)].

Es wird also zunichst

5( €
n_2'(1)

;-1— — hmf [C—l—f COSs (OAQ—ODA)+IC COS (UAQ—UFD) —|—0 COSs GAQ]

und wegen
xp = 0+k cos app+f cos opg-+c¢ cos 640 = PQ COS 0pg
Yo = -~k sin opp-+fsin opg+¢ sin 040 = PQ sin opp
— wobei P als Nullpunkt und PF als positive z-Achse gilt
sowie oben — nach leichter Umformung
3 (0)
R 2 \h

oo (g s Zo COS 6 sin o
T T (zg 40+ Yo 40)

()

2
_—_— x COS 0 Sln (0]
—3 3 %o QA+ Yo 04)
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(i

2
= QP —<J 11—
k 31 Q COSs (GQA { GQO)

T B 2l
wenn mit P_; die Projektion des Punktes P auf die Richtung
@A, d. i. Richtung @ B—<11 bezeichnet wird ; ferner ist

a(c
h ¢ sin 2 e
21 h sin (142) sin 1 h sin 1
5 Z . sl »
und daher - & = —2 ¢ QP._I Sin H — 4AQTBP 1 (1)
21 h? sin? 1 h%sin?1

weil a.QP_," sin 1 dem doppelten Flicheninhalt des Dreieckes
Q@ BP_, entspricht. Erfolgt der Umlauf von ¢ iiber B nach
P_; im Sinne der Uhrzeigerbewegung, dann ist die Dreiecks-
fliche mit positivem, im Gegenfall mit negativem Vorzeichen
einzusetzen.

Auf dhnlichem Wege findet man

22 R?sin22
worin P, die Projektion von P auf die Richtung @B + <t 2

bedeutet; ebenso
&E — _iA._ _QAP‘*‘“ (4)
24 h?sin® 4
mit P, als Projektion von P auf die Richtung Q4 + <t 4, was -
aus der Schreibweise Q4P zu ersehen ist, ferner
°R 4 41 QAP_s
25 - h?sin? 5

(5)

5
Fiir den Differentialquotienten glgerhéﬂt man zunichst

4R | ‘e [xo cos -+ psin ]
= 0DA4 opA
27 h?sin 7 “ Yo

2cct

—_ 72 [xQ CcOs O'AQ+ Yo sin CFAQ]
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-—-%—5— [o sin 040— ¥ €OS 040]
2e
" hlsin 7
28
h?sin 7
setzt man hierin
¢ =ecos(2+6) + QC . cos AQC,
opa = (040—T7)—(2+46)—180° so wird
R 2
37 h?sin7
—QC-cos AQC-cos (0.40—T)}
+ Yo |—e sin (2--6) cos (640—T)—QC-cos AQC - sin (0.20— )]
und mit e sin (246) = QC sin AQC':
B 20U g con (g + % 40— )
~+ Yo sin (040+ X AQC — < 7)]
_2¢C

h?sin 7

[ cos 6pa + Yo Sin op4]

[%o cos (6.40—T)+ Yo sin (6.40—T)];

[0 [e sin (2--6) sin (0,40—7)

[2g cos (6pc—T)+ Yo sin (6pc—T7)]

2 QC-QP
~— 08 (6pc—T—0
hZsin7 (o0c or)

_ 2QC.sin7-QP_; 4 AQCP_, -

h2sin?7 h2sin2 7

Eine dhnliche Entwicklung liefert
§£B= 4 1 QC’PH’ (8)
o8 h?sin? 8
wobei P.g als Projektion von P auf die Richtung QC- <8
aufzufassen ist.
Ftwas umstandlicher gestaltet sich die Berechnung der
Ableitungen 2R und ° R. Es ist nach Ordnung- der Glieder
210 11
oR 2 og
210 h¥sin 10

(o+k cos opp—+f cos 6pg-+C cos 6.40)
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2 k
coe —[k+ocos 6pp+-f cos (GDA_"“O'FD) +-ccos (6.40—0rp)]
h* sin 10
2ftct12
fh" ~ [/+ocosapa +k cos (6pa—orp)+c¢ ¢os (6.40—6pa)]
' 2cctl2
4 > [¢+o0 cos 640+ k cos (6.49—6pp)+] €08 (6.40—06pa)]
2
2f

_|_

B2 [O sin G'DA—}—I{ sin (O'DA—O'FD)]

2¢ ; .
+ e [0 sin 640+ k sin (6 40— Fp)]

2 g o+ 2kg [xo cos +¥Yosm ]

= — e G sin &
h*sin 10 . h?sin 10 = eabl L P

2fct12

)

[20 €O8 6pa+ Yo SIn 6p4]

200t12

5 [20 €Os 640+ Yo sin 6.40]

2f : 2¢ .
+ h2 [xQ Sin GDA'——yQ COs O'DA] + h_? [xQ Sin GAQ—-—yQ cOoSs GAQ]

2¢g 29
— xg [0+ k cos opp] + ———— yo[ksine
h“ sin 10 ol o] h*sin 10 Yol )
2 ct 12

+ - Wh [xQ{f cos O'DA—{—C cos GAQH yQ{f sinepy -+ csin O'AQ}]

4 %; [%o {f sin 6p4-1c¢ sin cAQ} —1Yo [f COS Gpg + € COS O'AQ}]
und nach Einfiihrung der Strecke @D durch
0 + k cos opp = xo— D) cos apg
k sin 6pp = yo— D@ sin 6po
f cos 6pa + € cos 640 = D@ cos opg
fsin epg+ ¢ sin e g0 = D@ sin opp

folgt
3R 2g 9 DQ | :
v — = [2xg cos 6pp+ Yo COS G
210 APsin 10[ LREL -0[ ’ po e >
2¢t12.D :
- __ﬁ__g [2g €08 6po + Yo SIn opg]

h2
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2= 1) .
e Q' [xo sin 6po—1Yo €OS 6pg |
212 2D
= g 8 g e '& 2o [0S 6pg cos 10—s1n Gposin 10]
htsin 10 A  hZsin 10
2 D
L - Yo [sin 6pg cos 10+4-cos 6pg sin 10]
hd sin 10

oder mit xg = P@ cos 6pg, yo= P sin opy schlieBlich
SR 207 g 2DQ-PQ
310 h*sin 10 h  A%sin 10

[cos 6pg cos (apo+10)

+ sin 6pg sin (epo+10)]
2L g 2DQ-PQ
Thtsin 10”8 hesinag ot 10To0r)

2L 9 4 A QDPMQ‘ (10)

" Rh¥sin 10 A h? sin® 10
Fiir die weiteren Differentialquotienten ergeben sich die Werte:
>R 2 L2 i 44QDP_,
013 h?sin 11 &k | h’sin?11
mit @_;; als Projektion von @ auf die Richtung PD—<11;

R 44 PEQ_”

(11)

il - (13)
212~ h?sin213 °
5
SR __44PEQ.., i1
214 h?%sin? 14
2] ,
ok __44iH9e (16)
216 h?sin® 16
R
C.R_ 4L‘PFQ417, (17)
217 h?sin? 17 ,
und fir die Winkel des letzten Dreieckes

319 h‘ sin219
5

E__44PGQsu -
c20 h?sin? 20

Das Vorzeichen der Dreiecksfliche bestimmt sich aus der
Umfahrungsrichtung geméll der obigen Schreibweise.

Fiir eine Dreieckskette, welche aus gleichseitigen Drei-
ecken besteht, wird die Berechnung obiger Differentialquotienten
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an Hand einer Zeichnung sehr einfach; man erhélt fiir die
Seitenldnge 1:
1

1 1
dh = —dL — (d 1-+-d20 —(d24+d 19
LU+ g 1A 20) (@ 24d 19)

1 : 1 /3
o (At 1T (A B L 16) + V2 (dT--d 14
+ (d 4+ ) 4\/3( =+ ) + 1 (d 7+ )

+-(d8+d 13)—_\/23(d 104d 11).

Die Kette, welche in der Abbildung dargestellt ist, ergibt
unter Beniitzung der eingezeichneten Dreiecke

QBP_I, QPB+2 fur PQZS km:

dhem =0.30d Lem+0.52 d 1+ 0.42d24—0.02 d4“—0,31 d 5
1 0.95d7 14049 d 8 —1.17d10“ - 0.23 d 20"
+0.20 419”4 0.15 d 17—0.20 d 16"/ +-0.60 d 14*
1 0.23d13”—1.03d11;

dhnlich folgt fiir eine kreisbogenférmig gekriimmte Kette —

Durchmesser P = 8 km —, welche aus vier gleichseitigen und

drei gleichschenkligen Dreiecken zusammengesetzt ist:

dh em = 0.61d Lem+ 0.39 (d 17+ d207) 4 1.03 (d 2 + d 19)
—0.39 (d 4" +d 17)—1.27 )d 5 - d 16")
+ 1.99 (d 7 4 d 14) 1 1.46 (d 8 + d 13
—2.07 (d 10“ ++ d 11%),

In allen diesen Fiéllen tritt die besondere Bedeutung der
in der Kettenmitte liegenden Dreiecke hervor.

Will man Aufschlufl bekommen iiber den Einflul einer
besseren Gewichtsverteilung, so setze man
dh=f,dL+f dl+f,d2+fd4+fd5+fd7+f d8
+£,0@10 4 f, d11+ . ...

und da die Uebertragungsgleichungen alle die gleiche Form

|2
P P
aufweisen, werden die Funktionen

Flzfl+rl = gl— {]‘1 (pz+p3)_fe pa} ’

Fo=fytn=t=ho+ b+ n)

1
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F:a: 9"1:_’&{' {f1 p2+fe p:}
. O]

mit C, =p, p, + P, Py + P Ps—
und demnach der Anteil des ersten Dreieckes an dem mittleren
Fehler in A, wenn m den mittleren Fehler der Gewichtseinheit
bezeichnet:
A2 =— (ﬁ)g{Flg +F-‘-'2 +€i2_}_(n1)2 P L4 p [P (—1)?
i =
o/ \py Py Py 0 Py Do +D, Py 1D, Py

Den Kleinstwert der Funktion

2

g et bt p e
Py Py PPyt Py
bei unverinderlicher Summe p, +p, +p, = ¢, geben die Werte

2 be sin a + \/3(—a? | b2 +¢?)
pf_fmmma+¢ma+b+f)q”

_ 2acsinff + + /3 (a2 + %)
6acsmﬁ—l—\/3(“ ‘|‘b ¢%)

. _ 2absin y 4+ /3(a® + b* —, )q
: Gab31n;}—{—\/3a~+b’—{~ c?)
wobei etwaige komplexe Wurzeln, denen eine praktische Be-
deutung nicht zukommt, bereits ausgeschieden sind, insofern
als @, b, ¢ den Seiten eines konstruierbaren Dreieckes entsprechen

miissen, dessen Winkel dann gleich «, f, y sind.

Da nun in unserem Falle die dritte GroéBe (f,—f,) den
Unterschied der beiden anderen darstellt, werden «, f, y gleich
0° bzw. 180° und es verbleibt

P, - 0 f] f1 fg 'f‘,r (f‘z_fl):fl f-z
und das zugehorlge A,% wire theoretisch
2 mg I’ 2
Al'min = (]‘11 4= fg__'fy f:_)),

e 4,

welches sich jedoch nicht verwirklichen lafit, weil ein p-Wert
negativ ist. Im Falle das erste Dreieck der Kette gleichseitig ist,
werden — wie oben angegeben —

1 1
" he o BT
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und plzpezps=2:—1§2;
setzt man p, = 0, dann folgt

A 3:m2{_f}’2_|_ (lg_f1)£}
b o* Py 21

und mit p, = / ‘_f—f 1g,, Py = ;l . q, ergibt sich der prak-
1 1

tisch mogliche Wert

e

' 2
Al 2min = 2 . fAl
e” 9
Wir teilen den einzelnen Dreiecken der abgebildeten Kette

die Gewichte ¢,, ¢,...¢, zu und erhalten aus den friiher ange-
fiihrten f-Werten der Reihe nach:

(3]

= 0.19¢,, p,=0,

L f, =052, f, = 0.42:p, = ¢,- fg;"fe

1

Py = ‘([1-é = 0.81 ¢,,

1

2. fi — —0.02, f5 : —0.31 p p4 = O, p3 == q‘z.:fﬁ__:.:fé =O.93 qg,

244
Alin =2 .0.312;
qs
3. [, =095 f =049:p, = ¢,- % = 0484, #,.~0D,
7
fs = 0.52
Py = 4q;- f T S ED
244 ‘
APoin = — +0.95 ¢%;
93
4 = —1.17 _ . flo f11
fio = » fju=—1.08:p, =g, 0.12¢,,
10
P, =0, p,= Qx'ig: 0.88¢,,
Tyo
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244
m-

=5;'43min == 1172,
44
5 f,=023, f,=060:p,=0, p,= qﬁ-i‘f‘—_—_fﬁ = 0.62 ¢,
14
Pis = Q')Ili = 0.38 q5,
14
044
Atuin = 2 0.60;
qs
T
6. ]‘16 = —0.20, f]? = 1015 :p,y = q,- f _f = 0.57 q,,
16— J17
Pr=0s = 043¢, p=0,
fm_fm
244
Amin = . 0.352;
s
L=
7. f, =020, f,, = 0.23:p, = 0, p, = q,- 200 _ 0134,
a0
= ]i]f.) — .87
Pay — 4 - — Y q-,
20
9244
Almin =" .0.23,.
q;

Fal3t man alles zusammen, so lautet der Ausdruck fiir den
mittleren Fehler in der Seite A :
M2, = 0.09 m?, + m2
0.52% 0.81° 0.952 1.1'7#2 0.60° 0.352 0.23%
( e e : ol ittt = + + )3
q, 9 q3 4, 45 qs q,
seinen Kleinstwert erreicht M?, bei Voraussetzung der unver-
anderlichen Gewichtssumme
QI+QE+"'+QG+QT =P

wegen 0.52 4 0.31 4+ 0.95 4+ 1.17 + 0.60 + 0.35 4 0.23 = 4.13
. 0.52 0.31 0.23
e, = 3l e~z % T 413
wir bei P = 84:

¢, =11; p = 2, p, =0, p, = 9;

= 6; p, 0, ps =5, p,

¢ =19; P, 10, p, =0, p, 9.

P. Somit hitten

I

|

I
|



q4 = 24’ piﬂ == 3’ p11 07 px’ = 21:
q5:12; Pis = 0, p14—7,'p,,— i
4y = 7 Pie = 4, Pi: = 35 Pig = e

;= 5; Py= 0, py=1 9, = 4
und M?, selbst fir m;, = -+ 20 em, m* = + 10”:

241

2 — 0.09 m? - 'mP" +4.13% = (36 + 20.3) cm?

M,= +17.5 cm.

Den Hauptanteil (?/3) der ganzen Beobeﬁchtungsarbeit bean-
spruchen die drei Mitteldreiecke. Die Genauigkeit in A, welche
aus der gleichmifligen Gewichtsverteilung hervorgeht

M2, = (36 + 43.9) cm?,

20. )
hitte man in Hinsicht auf das Verhiltnis %g schon mit 40

P :
Beobachtungen oder rund 5 erreichen konnen.

1L

Die im ersten Abschnitt behandelte Frage nach der ge-
nauesten Bestimmung einer in der Kettenmitte liegenden Seite
wird praktisch kaum eine besondere Bedeutung haben; sie gibt
aber die Grundlagen fiir die Untersuchung nach- der besten
Gewichtsverteilung, wenn ein in der Kettenmitte liegender
Dreieckspunkt — etwa 2 — mit dem geringsten Lagenfehler
festgehalten werden soll.

Lafit sich der Punktfehler in allgemeiner Form darstellen,
dann gewihrt er gleichzeitig einen Einblick in die Querver-
schiebung, bzw. Durchbiegung einer solchen Kette, bietet die
Méoglichkeit des Vergleichs mit der Biegung eines Strecken-
zuges und gibt wertvolle Anhaltspunkte fiir die Auswahl des
geeigneten Instrumentes und fiir das Ausmal der erforderlichen
Beobachtungsarbeit.

Bezieht man die Koordinaten z, y des Endpunktes @, wie
das im vorhergehenden geschah, auf PF als Richtung der
positiven a-Achse, so wird

Y

tngQ: - und lgGPQ:t)',
& r
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wenn mit r, y die gegebenen — auf P als Nullpunkt umgerech-
neten — Koordinaten von ¢ und mit gpp der zugehorige wahre
Siidwinkel von P bezeichnet wird.

Der Verdrehungswinkel zwischen den beiden Achsen-

sjfstemen Y =0—0C
bestimmt sich in iiblicher Weise aus
lgo—tgo _ xp—uyx
: 14-tgotgs  xx -+ yy
und mit PQ = L wird weiter

ke o
cos | = zErYyy . simLap == v
L2 12
Die vorldufigen Koordinaten des fraglichen Punktes D, welche
sich also auf die PF-Richtung beziehen, kann man anschreiben:

s L
Tp = (OI —f— k' cos O'FD) —fj, Yp — k! Sln GFD * I/_’

v

gy =

daher lauten die endgiiltigen Koordinaten von D

Ip = ¥p COS yw— Yp SN y, Yp =Yp COS y + Xp sin y
und nach Einsetzung obiger Groflen
1 \ 1
£ = L,){sRﬁrnR} hp = L,Q{DR—M’}
(SchluB3 folgt.)

Bericht iiher die Grundbuchvermessung in der Gemeinde Grabs
nach optischem Verfahren,

In den Monaten Juli/August 1925 wurden mit einer Mel}-
ausriistung, bestehend aus Universaltheodolit Wild mit Distanz-
messer dazu, die Aufnahmen fiir die Grundbuchvermessung
eines Gebietes von zirka 200 ha der Gemeinde Grabs (Kt.
St. Gallen) gemacht. Die vertraglich geforderte Genauigkeit
weist das Gebiet in die Instruktion IIT der eidgendssischen
Grundbuchvermessung. Die Resultate lassen 'aber Schliisse
ziehen, dal} sich der Theodolit mit Distanzmesser auch sehr
gut fiir Instruktion II eignet. Das vermessene Gebiet befindet
~ sich am Staudnerberg, stidlich des Dorfes Grabs, in einer Héhen-
lage von 500—1200 m. Das Terrain hat eine durchschnittliche
Neigung von 35 %, und ist auf drei Seiten von Wald eingefaf3t.
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