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Du choix d'un système de projection.
(Suite.)

Soient toujours x et y les coordonnées topographiques,
<p et X les coordonnées géographiques, l'indice zéro se rapportant
à l'origine. Les séries

i —3

x Acp -f- 4 X2 sin 2 cpn -f- Cj A<p

+ c4 X3 +
+ c

—2

2 Acp X + c3 Acp X2

sin cp0 + c5 Acp +
-2
Acpy X cos 90 — X • A 9

+ c7 A9 • X2 + c8 X3 +
où A<p =<p — 9o

définissent des projections exemptes de toutes déformations de

l"Lr ordre; la condition ci-dessus énoncée est nécessaire et
suffisante.

Si l'on annule les 8 coefficients indéterminés la projection
est dite « plane » (Ebene Projektion ; Frischauf, Beiträge...,
p. 113—117); cette projection présente peu d'intérêt pour la
géodésie, car elle comporte en général des déformations angulaires

de 2e ordre ; en revanche les 4 coefficients c2 c4 c5 c7 sont

presque toujours nuls à cause de la symétrie par rapport au
méridien central. Il reste encore 4 coefficients cx c3 c6 c8 à
déterminer.
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i « » Calcul des coefficients cx c3 c6 cg.
Pour calculer ou éliminer ces 4 coefficients il suffit

poser des conditions (équivalence, conformité, etc.).
,La condition d'équivalence se traduit par l'équation:

de

la conformité par:

x
3m

dx
dm

ax
3x

ax

Sx dy
*¦*

a x a<p

dm

3y
ax

cos 9

o.

Cette dernière condition n'est pas toujours suffisante; il
faut faire intervenir l'indicatrice (Tissot A., Mémoire sur la
représentation des surfaces); soient a et b les demi-axes de

l'indicatrice (figure 7) et r 1 le rayon du petit cercle dont
l'indicatrice est la projection; les déformations suivant le
méridien et le parallèle sont exprimés par:

h mm'f k

eil
jiié

io+e

3x

ax axcos 9

eC

ft«;

90

Figure 7.

h et k sont conjugués harmoniques et diffèrent de l'unité,
ainsi que a et 6 de petites quantités de 2e ordre.

a b caractérise la conformité et ab 1 l'équivalence.
Les déformations angulaires e et (u—u') sont du même ordre

que les différences (h—k) ou (a—b). Peut-on éliminer les termes
de 3e ordre dans ces différences Ce côté du problème présente
un intérêt capital. On voit de suite qu'une projection équivalente
ne sera jamais exempte de déformations angulaires de 2e ordre.

C'est là le point faible des projections équivalentes et notam-
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ment de la projection Bonne qui est équivalente aux termes
du 4e ordre près.

Revenons aux conditions de conformité:

[ h=k=a=b=m
dx dx dy dy
— h — • — O

\dm a x 39 ax
L'application de ces conditions aux séries exprimant x et y

permet d'éliminer 3 des coefficients sur les quatre c± c3 c6 c8.

Il vient alors en substituant (x, y) à (9, X) et en introduisant
deux nouveaux coefficients oc, ß

m 1 + ax2 + ßy2 +
où le rayon terrestre R 1 et où les coefficients sont liés par
la relation fondamentale: oc + ß y2. La donnée d'un des

coefficients a ou ß résoud complètement le problème, car il
sera possible alors de calculer le 4e des coefficients cx c3 c6 c8

non encore déterminé. La même étude peut se poursuivre pour
les termes de 4e ordre.

La condition m constante
définit un faisceau d'ellipses circonscrites à un carré (figure 3).
Pour la Suisse la plus petite ellipse circonscrite à la périphérie a

pour équation:
m 1 + 0,37 x2 + 0,13 y2 + 1,000 11

log m 0,000 048
La projection définie par cette équation n'est pas

interprétable géométriquement; elle est dite «analytique». C'est une
projection intermédiaire entre la stéréographique et la conique.

Le tracé de l'ellipse et en même temps la détermination de

l'origine (pour la Suisse: Meiringen) s'effectueront aisément

par voie photographique (schéma figure 8). Le cercle C

tracé sur un écran admet comme image une ellipse E que l'on
s'efforce de faire passer par les points extrêmes de la périphérie

du pays. Pour la Suisse ce procédé réussit bien. Les points
dangereux sont Chiasso, la pointe S—O du canton de Genève,

Oberbargen (Schaffhouse), et Campo-Cologno (et non le Piz
Chavalatsch, comme on pourrait le présumer).

La déformation maximum de 11 centimètres par kilomètres
est-elle compatible avec les exigences de la géodésie moderne
F.-G. Gauss dans son ouvrage classique (Die trigonometrischen
Rechnungen in der Feldmesskunst, p. 571) admet un maxi-
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Figure 8.

mum d.e| 5 centimètres par kilomètres, soit 64 kilomètre entre
I origine et la périphérie du pays si l'on veut un seul système
de coordonnées. Cela paraît excessif.

H. Roussilhe dans un ouvrage récent (Astronomie appliquée

et Géodésie, Paris 1924) préconise pour toute la France
une seulejsystème de coordonnées. La vraie solution du problème
est à chercher entre ces deux conceptions.

Un artifice, appliqué au Mecklenbourg, consisterait, pour
la Suisse, à faire varier la déformation non plus entre zéro et

II centimètres, mais entre ±5% centimètres par kilomètre.
Un examen rapide montre que cette amélioration n'est qu'apparente

(voir fig. 3, valeurs de m et m'); la déformation serait
— 1,000 0514 à Berne et +1,000 05% à la périphérie.

L'influence du choix de l'origine est également intéressante
à étudier ; elle peut se résumer, pour la Suisse, dans le tableau
suivant :

Position favorable
de l'origine

•f0=46°48' (Schinberg)
l0= 5°53' (Schinberg)
<p0=46°48' (Schinberg)
Finsteraarhorn
Meiringen
Berne
Grimsel

Système de
projection

Conique conforme
Mercator (transversale)
Mercator (à axe oblique)
Azimutale conforme

Analytique conforme

Analytique conforme
Projection Bonne

Déformations
logm=0,000 000 à l'origine

1,000 15 (<p=<po±l°00')
1,000 38 (),=)»„ +2°16')
1,000 15 (<p=tp0±l°00')
1,000 20 (Martinsbrück)
1,000 11 (à la périphérie)
1,000 19 (Chiasso)
+ 48" (sexag.) (Chiasso)
+ 1,000 12

Il ne reste plus qu'à tenir compte de l'influence de la
réduction au niveau de la mer; deux cas sont ici à distinguer:
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1 ° L'origine est à une altitude supérieure à la périphérie
du pays; c'est le cas notamment pour la Suisse si Berne est
choisi comme origine, exemple :

Berne Chiasso
déformation 0,00 m +0,19 m
réduction —0,09 » —0,04 »

— 0,09 m par kilom. +0,15 m par kilom.
Le kilomètre effectif, déduit des coordonnées, accusera

999,91 m à Berne et 1000,15 m à Chiasso, soit 0,24 m de

différence. La réduction au niveau de la mer exerce donc une
influence défavorable.

2° La périphérie du pays est à une altitude supérieure à la
région centrale. Un exemple numérique montrerait immédiatement

que soit la déformation absolue, soit la déformation relative

entre l'origine et la périphérie sont diminuées.

Etude comparative de la projection à axe oblique et

de la projection conique.
Pour terminer nous voulons consacrer un court chapitre

à ces deux projections si étroitement liées l'une à l'autre. Cela

provient de ce que les termes de 3e ordre dans les séries qui
expriment x et y sont identiques dans les deux systèmes de
coordonnées. En Suisse, l'application des deux projections ne
donne lieu qu'à de très faibles différences même à la périphérie
du pays. Malgré cela, et peut-être à cause de cela, des controverses

très vives ont surgi, lorsqu'il s'est agi de comparer les

deux systèmes.
On reproche à la projection conique de comporter des

termes de 3e ordre dans la série qui exprime la réduction d'azimut.

Ce grief paraît peu fondé. Même pour de longs côtés le

calcul de ces termes n'entraîne que de très faibles corrections
calculables graphiquement.

Un revirement s'est produit du reste en faveur de la
projection conique. Un auteur qui fait autorité (Jordan, Handbuch.

Ill, 1916, p. 542) préconise la projection conique pour
un pays tel que la Suisse.

L'application au Mecklenbourg de ce système de coordonnées

a donné entière satisfaction. Considérons à titre d'exemple
un des principaux côtés (Dars-Stralsund) de la triangulation
de ce pays (figure 9).
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La réduction d'azimut se calcule au Mecklenbourg par les

formules :

o\ ~ (2Aj - AA 82 - I (Ax + A2)

où

A -Ü- x • Ay -0- - (1-4 t]2) x2 • Ay + -IL -y2 • Ay
2 r2 4 r3 V 4 r3 V

P * A
¦ Ax • x • v

2r3V
A Ax pour y y1 x xx Ay y2 - y,- Ax x2 — x,
A A2 „ y y2 x x2 Ay y1 — y2 Ax xx — x2
soit numériquement pour t tg 53° 45'

A — [1,40327] x • Ay - [4,427] x2 • Ay + [4,431] y2 • Ay
— [4,732] y • x • Ax

Le calcul du groupe des termes de 3e ordre paraît effectivement

laborieux; il n'en est rien si l'on construit un abaque
(figure 10); on peut en effet poser avec assez d'exactitude:

A £* [ ] x • Ay - [4,43] x2 • Ay + [4,43] y2 • Ay
— [4,43] y • x • 2 Ax

Les 3 coefficients sont maintenant égaux ; un même abaque
suffit pour les 3 termes:

Exemple: côté Dars—Stralsund
Dars y2 —70,2 kilom. x2 — 81,1 kilom.
Stralsund yx —108,6 Xj —63,7

y2 — yi + 38,4 „ x2 — Xj_ —17,4 kilom.
2Ax —34,7 kilom.

L'interprétation de l'abaque est immédiate:
Dars: A2 +7", 870 + 0", 068 - 0", 051 — 0", 053

+7", 834

Stralsund: A,^ -6", 182 - 0", 042 + 0", 122 + 0", 065

-6", 037

S2 — - (Ax + 2A2) 7", 235 (Dars
ô

Si - (2Aj — A2) -6", 636 (Stralsund)

Pour la Suisse on aurait t tang 46° 57' et [4,326] au
lieu de [4,431]. Comme on le voit le calcul des termes de 3e ordre
est rapide.
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Choix des constantes de la projection.

Nous avons admis au début de cette étude le rayon terrestre
égal à l'unité et négligé l'aplatissement. Pour les applications
il faut faire choix de constantes; la géodésie suisse est basée

sur l'ellipsoïde de Bessel:

Demi-grand axe 6 377 397 m
aplatissement 1 : 299,15 J

En Italie on a admis 6378 191 m et 1 : 293,46; d'autres

pays ont encore d'autres constantes. De plus en plus l'ellipsoïde
de Bessel est remplacé par l'ellipsoïde dit « international » :

Demi-grand axe 6 378 388 m aplatissement 1 : 297

Le but de cette étude n'étant pas de déterminer toutes
les constantes d'une projection, nous nous bornerons à quelques

chiffres. Supposons qu'il s'agisse de projeter l'ellipsoïde
sur la sphère de même courbure moyenne à la latitude de Berne
suivant la méthode de Gauss :

ellipsoïde international ellipsoïde de Bessel

log. rayon sphère 6,804 7408 6,804 7401

latitude sphère 46° 54' 26", 6 46° 54' 27", 8

coefficient d'amplification

des méridiens 1,000 735 1,000 729

Il est loisible de poursuivre cette comparaison pour tous
les coefficients et toutes les constantes. Relevons que les écarts
sont relativement considérables entre les deux résultats.

Résumé et conclusions.
La projection sera en principe conforme; les coordonnées

conformes comportent de beaucoup les formules les plus simples

pour le calcul des déformations des triangles géodésiques.
Sauf pour les pays d'étendue restreinte on projettera d'abord

le sphéroïde sur la sphère de même courbure moyenne à l'origine

suivant la méthode de Gauss ou toute autre méthode,
suivant la forme et la configuration du pays.

En général on s'efforcera de réduire les déformations ce

qui s'obtient par l'application du théorème de Tchebycheff et
le tracé de la plus petite ellipse circonscrite à la périphérie.

Le plus souvent il faut renoncer à concilier à la fois la
géodésie et la cartographie dans le choix d'un système de projection,

les éléments des deux problèmes et les buts à réaliser étant
différents. A. Ansermet.
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