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b) Gegeben ein Fehler Ab von b; gesucht die durch Ab
an ¢, 3, y und F verursachten Fehler A cb, A 8b, A yb und A Fp.

Zeichnet man
von dem Dreieck
A B C (Figur 6) aus-
gehend ein neues
Dreieck An B C mit
{; den Seiten a und b
4+ A b und dem
Winkel «, so erhilt
man die Ecke Ap
als Schnittpunkt des
Umkreises - vom
Dreieck A B C mit
dem Kreis um C
mit Halbmesser CE
— b 4+ A Db, wobei
man an Stelle der
beiden Kreise die
betreffenden Tan-
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genten treten lassen darf. Beschreibt man noch um B den Kreis
durch Ab als Lot von Ap auf A B, so ergibt sich das Fehler-
viereck A E Ap G, in dem A G = Acp und AbG = vg =
ABb

—— ¢ 1st. Damit erhdlt man — unter Beachtung der Abnahme

P
von ¢ — die Feherformeln
Agh = ——-2 LAY
cos f3
und vg = ST A b, und damit
cos 3
ABb = Y oAb oder mit ST oL B
c cos f3 C b

A Bb :Egt;ﬁ oA b.

Da « sich nicht verdndert hat, und 8 um A B3p gréfer wurde,
so hat ¥y um A £b abgenommen; es ist somit

Avyb — _?31;5 oA b.

Die beiden Dreiecke A B C und Ap B C haben die Grund-
linie a gemeinsam; ithre Hohen unterscheiden sich um A h; der

Flichenfehler A Fp ist daher gleich ; aAh. Auf Grund der

beiden rechtwinkligen Dreiecke A E Ap und A Ap H, wobei
Ap H parallel B C i1st, erhilt man fiir A h den Wert

Al == o (B:_Y) Ab;
cos [
damit findet man
2 cos B
c) Gegeben ein Fehler A « von «; gesucht die durch A«
an ¢, B, vy und F verursachten Fehler A cs, A Bu, A yo und A Fa.

Ist A B C das den Stiicken a, b und « entsprechende Drei-
eck (Figur 7), so hat man ein neues Dreieck A B, C zu zeichnen
mit den Stiicken a, b und « - A «. Die Ecke B, dieses neuen
- Dreiecks erhilt man als Schnitt der dem Kreis um C durch B
entsprechenden Senkrechten zu B C in B mit der Parallelen
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A

zu A B im Abstand v». = ~ = c¢. Beschreibt man um A den
P
Kreis durch Bg, an dessen Stelle man das Lot von By auf A B

Figur 7.

setzen darf, so ergibt sich das Fehlerdreieck B» B D, in dem

BD =Aceund BBy = vy = £ty a ist. Damit ergeben sich
P
die Fehlerformeln

ACa = Va tg g und VT — q - —
e cos f3

; o - : 0

oder mit vy = ¢ nach einiger Umformung mit Beriicksicht-
P

gung der Abnahme von c¢ und von vy

Aco = —c tg B% und Ay, = — e B o

o a cos B

LiBt man an Stelle des Umkreises des Dreiecks A B C
im Punkt B die Tangente in diesem Punkt treten, so ist der
Fehler A o bestimmt durch den Abstand vz des Punktes By

ABnac b

von der Tangente; dabet ist vg = ;80 daB A Bo = vg —o.
p b ac
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Aus den beiden rechtwinkligen Fehlerdreiecken By« B D und
B Ba E liest man dann ab

Cos o
Vg = —— Va;

cos f3

) . Ao )
damit und mit vo. = — — ¢ erhilt man

P
ABa = bCO_S x A o oder mit l—) G E"n P
a cos f3 a sin «
ABy = g B A o,

tg o
Der Zunahme von « um A « entspricht eine Zunahme von
 um A fo und eine Abnahme von y um A ys; es muf3 somit
Avye — ABy = Ao sein. Auf Grund der gefundenen Werte
findet man zur Probe

C t sin CoSs o sin
— Ao — tg B B =g 3 S --r‘—jm mn B Ao
a cosf? tg o sin a cos f3 sin « cos B
sin (« — COS o SIn SIN o COS
— ( +B) BAoc: . @Aa:Am.
sin o cos {3 sin o cos {3

Betrachtet man b als gemeinsame Grundlinie der beiden
Dreiecke A B C und A B, C, so unterscheiden sich die beiden

Hohen um A h, so da3 A Fo, :; bAh. Mit Hilfe der beiden

rechtwinkligen Dreiecke B« B D und B« B G, wobei in dem
letzteren B G parallel A C ist, findet man fiir Ah den Wert

Ah = 7 v, oder mit va = <L C
cos 3 e
AQ — o 08 Y Aoc
cos B p
Damit ergibt sich fiir A Fa die Fehlerformel
Al == g TEXEE
2 cos B o

4. Gegeben die Seiten a, b und c.

a) Gegeben ein Fehler Aa von a; gesucht die ithm ent-
sprechenden Fehler A aa, A fa, A ya und A Fa von «, 3, vy und F
LaBt man bet dem Dreieck A B C (Figur 8) nur die Seite a

um A a zunehmen, so erhidlt man ein neues Dreieck A Ba C,
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dessen Ecke Ba bestimmt ist durch die Tangenten der Kreise
um C und A mit den Halbmessern CD = a + Aa und c. In

Figur 8.

dem rechtwinkligen Fehlerdreieck BBa D ist BBa = va =

iy eund By D == v = A va a; da ferner vo = éa und vy =
e e sin 3
AZ, so ergeben sich — mit Beachtung der Abnahme von y —
tg
die Fehlerformeln Aoy = -r—f-A_—z-l——k pund Ay, = — KL o.
csin f3 atgf

LiBt man im Punkt B an die Stelle des Umkreises des Dreiecks
A B C die Tangente treten, und fillt man von Ba das Lot Ba E
auf diese Tangente, so ist Ba E = vg = ABa ?—bf.
P

Auf Grund der beiden rechtwinkligen Dreiecke B Ba D und

B Ba E erhilt man
ve = DY A,
sin 3

damit findet man — unter Beriicksichtigung der Abnahme von
B — fir A Ba die Fehlerformel
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ABs = ] C—f)—fs—y- pAa oder mit ¢ sin 8 = b sin ¥y
acsin f3
A
ABp = —-=2- g
atgy

Da einer Zunahme von a um A a eine Zunahme von « um
A aa, eine Abnahme von  um A 2 und eine Abnahme von ¥y
um A ya entspricht, so muB8 ABa + Avya = Aaa sein. Mit
den oben gefundenen Werten fiir A Ba und A va erhilt man

1 1] A asinfcosy-+tcosBsinyp

ABa+Avya={——4- Aap=- : _
atgy atg[&] a sin 3 sin ¥y
Aasin (B +v) Aa  sina Aa
. meSEsm == o=
a sin 3 sin vy a sin B sin vy b sin v
:—é'a "p == Aof.a.
c sin

Um die Formel fiir den durch A a verursachten Flichen-
tehler A Fa zu finden, kann man bei den beiden Dreiecken
A B C und A Ba C die Seite A C = b als gemeinsame Grund-
linie betrachten; zieht man Ba G parallel zu A C, so ist der
Unterschied der beiden zugehérigen Hohen B G = Ah, und

man hat A Fa :; bAh. Auf Grund der beiden rechtwink-

ligen Dreiecke B Ba D und B Ba G findet man fiir Ah den

Ausdruck Ah = Cfos‘a A a; damit wird
sin {3
AFp =L bEB% &y oller mit - ™
sin sin 3 s «

A Fa :; a ctg «Aa.

b) Gegeben ein Fehler Ab von b; gesucht die ihm ent-
sprechenden Fehler A ab, A £b, A vb und A Fp von o, 8, y und F.

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich unmittelbar

Ab Ab Ab
Amb _ P ABb = —_— P A\rb —_— —

b tg vy a sin vy btgozp

und A Fp :; b ctg B Ah.
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c) Gegeben ein F ehler A ¢ von c; gesucht die ihm entspre-
chenden Fehler A ac, A ¢, Ayc und A Fc von o, #, v und F.
Man erhilt

A A A
Aac = © e ABe = — € P Ayec = .C e
ctg B ctg o b sin «

und A Fe = % c ctg vyAec.
Schreibt man die drei fiir die Fldchenfehler gefundenen
Formeln so

AFazl—_a—cosaAa AFb:Ifl}— cos BAD
2 sina 2 sin 8
1 ¢
AFe =———cos yAc
2 sin ¥y '
: a b C
und beachtet man, dal —— = — = —"— = 2 R, wo R der

sino  sin B sin vy
Halbmesser des Umkreises ist, so erhdlt man die Flachenfehler-
formeln

AFa=R cosa Aa AFpb=R cosf Ab AFc=R cosy Ac.

B. Fehlerformeln fiir Aufgaben der Punktbestimmung im

Koordinatensystem.
1. Gegeben zwei Festpunkte A und B (Figur 9); zur Fest-
legung eines Neupunktes P wurden die Strecken AP = a und
BP = b gemessen.

a) Gegeben ein Fehler Aa von a; gesucht die ihm ent-
sprechenden Fehler A xa und A ya der Koordinaten x und vy
von P.

Die gesuchten Fehler A xa und A ya sind die Koordinaten-
unterschiede zwischen dem Punkt P und einem Punkt Pa, der
von A die Entfernung a 4+ Aa und von B die Entfernung b
hat; man erhilt demnach Pa als Schnittpunkt der beiden Kreise
um A und B mit den Halbmessern a + A a und b. Beachtet
man die in der Einleitung angegebenen Niherungen, so hat
man AP um PQ = Aa z. B. zu verlingern?; man erhilt dann
Pa als Schnittpunkt der Senkrechten zu AP in Q mit der Senk-
rechten zu BP in P. Bezeichnet man den Winkel A P B mit o,

7 Von den Vorzeichen der Fehler wird im folgenden abgesehen.
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so ist in dem rechtwinkligen Dreieck P Q Pa die Strecke P Pa

— Qav Bedeutet (P Pa) den Richtungswinkel der Strecke P Pa

sin @
+
N ¢
I A \ #
T‘f 7 o)
s
e TR,
//-/
J'__\
e \_P
0N
// \\G\
i \
o8 1
A \
©f
¢ 27

Figur 9.

und (P B) den von P B, so findet man auf Grund der Figur
die Fehlerformeln

Axa = PPa cos (PPa) und Ay = PPa sin (P Pa)

oder unter Beriicksichtigung des vorhin angegebenen Wertes

fiir PPy und mit (PPa) = £ {90° — (P B))

Axa = M—]}) Aa und Ay, :M@ Aa.
sin ¢ sin ¢
b) Gegeben ein Fehler Ab von b; gesucht die ihm ent-
sprechenden Fehler A xp und Ayb von x und y.

Nach dem Vorstehenden ist

By o= SEERF Ry il Wy o BSR gy,
sin ¢ sin @

2. Gegeben zwei Festpunkte A und B (Figur 10); zur Fest-
legung eines Neupunktes P wurden die Richtungswinkel (A P)
und (BP) mittelbar gemessen (Aufgabe des Vorwirtseinschnei-
dens).
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a) Gegeben ein Fehler A (A P) von (A P); gesucht die ihm
entsprechenden Fehler A xa und A ya der Koordinaten x und y
von P.

+
A
V‘\*\y‘z_".])
A Kl \4’\‘?\
@\ AI‘ ///,
7
Tredldy O
9P T
5
¢/ - +Y

Figur 10.

Bestimmt man einen neuen Punkt Pa derart, daB (A Pa) =
(AP) + A (AP) und (BPp) = (BP), so hat man die Gerade
AP um den kleinen Winkel A (A P) zu drehen oder sie in der

Nihe von P parallel zu verschieben um va = A (A Plﬁ; e

¢
so sich ergebende Parallele schneidet dann B P in Pa. Bezeichnet

man den Winkel A P B mit ¢, so findet man mit Hilfe des recht-
winkligen Dreiecks P Pa Q fiir P Pa den Wert
PP, = _Va oder PPa = —A—P wP)

sin ¢ sin ¢ ¢

Damit ergibt die Figur
Axa = PPa cos (BP) und Aya = PP sin (BP)
AP c-os (BP)A(AP) und
sin ¢ e

AP sin (BP)A(AP)
— 7—siniplﬂﬁ : -—pu—.

oder A xa =

AYa
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b) Gegeben ein Fehler A (BP) von (B P); gesucht die ihm
entsprechenden Fehler A xb und A yb von x und y.
Aus dem Vorhergehenden folgt

BP cos (AP)ABP) .

Axp = -
sin ¢ o
o ::I_}__I"sin (AP) A(BP)
sin @ o]

3. Gegeben die drei Festpunkte A, B Jund C (Figur 11);
zur Festlegung eines Neupunktes P wurden die beiden Winkel

APC = «und BP C = 3 gemessen (Aufgabe des Riickwirts-
einschneidens).

+ 2

@)
v

™,

Figur 11.

a) Gegeben ein Fehler A« von «; gesucht die thm ent-
sprechenden Fehler A xo und Aye der Koordinaten x und y
von P.

Der Punkt P ist geometrisch bestimmt als Schnittpunkt
der beiden Kreise iiber A C und B C mit « und § als Peripherie-
winkel; einen den Winkeln « + A« und B entsprechenden
Punkt Ps erhilt man als Schnitt der Tangente in P an den B-
Kreis mit der um v, :A “ Q—i—Pg parallel verschobenen

° AC
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Tangente in P an den «-Kreis. Bezeichnet man den Winkel

. : : ; . = Vi
zwischen den beiden Tangenten in P mit o, so istP Py, = —

sin @
oder PP, = A P_éx P—C, daber i1st — wenn der Winkel
e ACsin g

A C B mit y bezeichnet wird — ¢ = 360° — (¢ + B + ¥), so

da3 man schreiben kann :
P ACsin (o + B + ¥v)
Beachtet man, da (PPsx) = (P B) — yb, wenn vyb der
Winkel B CP ist, so findet man an Hand der Figur die Fehler-

formeln®
A x4 = PPqy cos {(P B) —yb} und A yu =P Ps sin {(P B) — b}
Ae PAXPC
p ACsin (« + 8 + v)
AYa:Aa_"_ PAxPC Sil’l{(PB)—"(b}.
P ACsin (¢ + B + v)

b) Gegeben ein Fehler AR von {; gesucht die ithm ent-

sprechenden Fehler A xg und Ayg von x und y.

oder A xo = cos {(PB) — vb} und

Aus dem Vorstehenden ergibt sich

A xg _ o = PHEL cos {(P A) + vaf und
e BCsin (x + £ + ¥)
A PBXPC .
Ayg = A L sin {(PA) + val.

¢ BCsin (« + B + v)

4. Gegeben die zwei Festpunkte A und B (Figur 12); zur
Festlegung eines Neupunktes P wurde der Winkel APB = o
unmittelbar und der Richtungswinkel (A P) mittelbar gemessen
(Aufgabe des Seitwirtseinschneidens).

a) Gegeben ein Fehler A ¢ von ¢; gesucht die ihm ent-
sprechenden Fehler A xo und Ayy der Koordinaten x und vy
von P.

8 Die hier angegebenen Fehlerformeln fiir das Riickwiirtsein-
schneiden gelten nur fiir die in der Figur 11 angenommene lLage der
Festpunkte A, B und C zu dem Neupunkt P.
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Bestimmt man einen Punkt Py derart, daB3 (A P¢) = (A P)
und APo B = ¢ 4 A o, so erhilt man ihn als Schnitt der Ge-

+ &

& ' + Y
Figur 12
raden A P mit der um v¢ = A EEL parallel verschobe-
e AB
nen Tangente in P an den Umkreis des Dreiecks P A B; dabei ist
PP, = -mX— oder PP, = ki Ij_A_ ~ PE, wenn [ den Winkel
sin 3 © ABsin B

P B A vorstellt. Die gesuchten Fehler A xo und A yy sind dar-
gestellt durch die Koordinatenunterschiede von P und Py; man
erhilt daher fiir die Fehlerformeln

Axy = PPy cos (AP) und A yy; = PPy sin (A P) oder

Ap PA xP

Axp = — —cos (AP) und
° ABsin 8

Agg = 2F T ANT B o0 am,
© ABsin §

b) Gegeben ein Fehler A (AP) von (A P); gesucht die ihm
entsprechenden Fehler A xa und A ya von x und y.
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Die gesuchten Fehler A xa und A ya sind gleich den Koor-
dinatenunterschieden des Punktes P und eines Punktes Pa; die-
ser Punkt P, ist der Schnittpunkt der Tangente in P an den
xAP) g5

P
parallel verschobenen Geraden AP. Fir Axa und Aya liest

man aus der Figur ab
Axa = PPa cos (PPa) und Aya = P Pa sin (P Pa).
Beachtet man, daB PPy = .va o AaP) ég und
sin B e sin {3

(PPa) = (PA) + B, so erhilt man?

® Die Formeln gelten nur fiir die in der Figur 12 gewihlte Lage
der beiden Festpunkte A und B zum Neupunkt P.

A(AP) AP

Umbkreis des Dreiecks PA B mit der um va =

Axg = =~ cos [(PA) + B} und
P sin §
Aya = 2D AP G Ay 4 g
e sin (3

In den im vorstehenden fiir einige Aufgaben der Punkt-
bestimmung hergeleiteten. Fehlerformeln kommen aufBer un-
mittelbar gegebenen Groflen auch nicht gegebene Groéfen vor;
da man die Werte dieser Gréfen fiir die Berechnung der ge-
suchten Fehler nicht sehr genau braucht, so geniigt es, wenn
man sie in einer maf3stiblich gezeichneten Figur abmift. Die
zahlenmiBige Berechnung der mittleren Fehler auf Grund einer
der gefundenen Fehlerformeln kann man geniigend genati mit
dem Rechenschieber ausfiihren.

La triangulation du globe par la T SF.

La détermination d’un point a la surface du globe comporte
trois opérations: détermination astronomique de la latitude; dé-
termination astronomique de I’heure locale; comparaison de celle-
ci avec ’heure locale d’un point connu ou choisi pour origine.
Cette méthode est en quelque sorte absolue, puisqu’elle ne
necessite d’autre définition que celle d’une origine. Elle sera
donc la base sur laquelle sera établi le canevas qui déterminera
de proche en proche tous les points caractéristiques.
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