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Herleitung von Fehlerformeln auf Grund einer Figur.
Von Dr.-Ing. P. Werkmeister, EBlingen a. N.

Steht eine GroBe y in einem bekannten Zusammenhang
mit einer Grofle x, und ist diese mit einem mittleren Fehler A x
behaftet, so kann man den entsprechenden mittleren Fehler Ay
von y entweder analytisch oder graphisch bestimmen. Die ana-
lytische Ermittlung von Ay, bestehend in der Herleitung einer
den Zusammenhang zwischen Ay und A x zum Ausdruck brin-
genden Fehlerformel' setzt voraus, daB der Zusammenhang zwi-
schen y und x in analytischer Form gegeben ist; die graphische
Ermittlung von Ay erfordert, da3 der Zusammenhang zwischen
y und x in geometrischer Form bekannt ist. Die graphische Be-
stimmung des Fehlers Ay besteht im Grundgedanken in der
Herstellung einer durch den gegebenen Fehler A x bestimmten
Figur, die im folgenden als Fehlerfigur® bezeichnet wird®. An

! Man kann solche Formeln auch als Differenzenformeln bezeich-
nen; sie als Differentialformeln zu bezeichnen ist nicht zu empfehlen
mit Ricksicht darauf, daB3 es sich bei den mittleren Fehlern nicht um

unendlich kleine GréBen oder Differentiale, sondern um endlich
kleine GréBen oder Differenzen handelt.

2 Bezeichnet man die Verinderungen von x und y nicht als Fehler,
sondern als Differenzen, so kann man die Fehlerfigur als Differenzen-
figur bezeichnen.

3 Ueber graphische Fehlerbestimmung vgl. P. Werkmeister, Gra-
phische Ermittlung des mittleren Fehlers einer Funktion von Beobach-
tungen. Zeitschrift fiir Vermessungswesen 1915, Seite 113.
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Hand einer solchen, auf Grund von gewissen geometrischen
Niherungen sich ergebenden Fehlerfigur kann man auch in
einfacher Weise die betreffenden Fehlerformeln herleiten; wie
dies geschieht, soll im nachstehenden gezeigt werden®.

Die bei der Herstellung von ,,Fehlerfiguren* in Frage kom-
menden geometrischen Ndherungen sind die drei folgenden:
I 1. Liegt ein Punkt P
| (Figur 1) auf einem Kreis
| um einen Punkt A, so darf
| man in der niheren Um-
| gebung vonP an die Stelle
sl des Kreises dessen Tan-
l gente in P treten lassen;
l einer Verdnderung des

Kreishalbmessers um A r
entspricht dann eine Parallelverschiebung der Tangente um v
= Ar.

2. Liegt ein Punkt P (Figur 2) auf einer von einem Punkt A

A sy P

A—O-*-r—'

Figur 2.

12

Figur 2.

ausgehenden Geraden,
und veridndert man
deren Richtung um
einen kleinen Winkel
A ¢, so darf man in der
Nihe von P an die
Stelle der um A ge-
drehten Geraden die
Paiallele zu AP treten
lassen im Abstand v

= — AP, wobei p
P
~180°,

—— ist.
Fig. 3. T
4 Auf die Vorteile einer solchen Herleitung von Fehlerformeln ist
auch hingewiesen in F. Hartner—E. Dolezal. Hand- und Lehrbuch der

niederen Geodisie. 1. Band. 9. Auflage, Seite 7.
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3. Liegt ein Punkt P (Figur 3) auf einem durch einen Peri-
pheriewinkel ¢ bestimmten Kreis iiber zwei Punkten A und B,
so darf man in der niheren Umgebung von P an die Stelle des
Kreises dessen Tangente in P treten lassen; verindert man den
Winkel ¢ um einen kleinen Winkel A ¢, so entspricht dem eine

A9 PAx PB

Parallelverschiebung der Tangente um v = o e B
_ 18009
wobei p = — 1st.
T

A. Fehlerformeln des schiefwinkligen Dreiecks®.

1. Gegeben die Seite a und die Winkel 3 und .

a) Gegeben ein Fehler Aa von a; gesucht die durch Aa
an den Seiten b und ¢ sowie der Fliche F hervorgerufenen Fehler
Aba, ACa llIld AFa

Zeichnet man
an Stelle des
durch die gege-
benen Stiicke a,
B und vy bestimm-
ten Dreiecks ABC
(Fig. 4) ein neues
Dreieck mit der
Seite a + A a und
den Winkeln f
und vy, so erhilt
man mit CD =
Aa und D Ca pa-
rallel A B das
Dreieck A Ba Ca;
die Unterschiede
zwischen den
. Seiten und der

Figur 4. Fliche dieses
neuen Dreiecks und denen des Dreiecks A B C sind die zu be-
stimmenden Fehler A ba, A ca und A Fa. Aus der Aehnlichkeit
des Fehlerdreiecks Ca D C mit dem Dreieck A B C erhilt man
unmittelbar die Fehlerformeln

¥5Vgl E. Hammer. Lehr- und Handbuch der ebenen und sphi-
rischen Trigonometrie. 4. Auflage. Seite 425.
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b c
Aby = ;Aa und Aca = ;Aa.

Zieht man C D’ parallel A B, und beachtet man dann, daf3
die Fliche des kleinen Dreiecks C D’ Ca im Vergleich zu der
des Parallelogramms B Ba D’ C vernachldssigt werden darf, so
zeigt sich, daB3 A Fa dargestellt ist durch die Fliche des genannten
Parallelogramms; fiir diese erhdlt man

AFa = a X BE oder mit BE = Aca sin §
AFa = a sin B A ca.
Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von A ca den oben

gefundenen Wert, so wird
. : sin y
AFa = csin fAaoder mitc = a—;
sin o

sin {3 sin
AFs = o 0T
sin «
b) Gegeben ein Fehler A 8 an B; gesucht die durch A 8 an
b, ¢ und F hervorgerufenen Fehler A bg, Acg und A Fg.

VergroBert man bei dem durch die Stiicke a, B und v be-
stimmten Dreieck A B C (Figur 4) den Winkel 8 um A B, so
entspricht dem in der niheren Umgebung von A eine Parallel-

a.

verschiebung von B A um vg = 79 ¢, und man erhidlt so an

Stelle von A den Punkt Ag auf der -Verléingerung von C A. Be-

schreibt man den Kreis um B durch A, und lif3t man an Stelle
dieses Kreises seine Tangente oder die Senkrechte in A zu A B
treten, so ergibt sich das Fehlerdreieck A Ag G, in welchem

A AB = A b@ und AB G=A cg ist. Mit Hilfe des rechtwinkligen
Dreiecks A AB G findet man

VB M:
Abg = ——— und Acg = 5
sin « tg o
oder nach Einsetzung des oben angegebenen Wertes fiir v
¢ A c A
Ab;3=.B und ACBzﬁJ-
: sin & p tga p
sin vy :
Setzt man noch ¢ = a —, so erhilt man
sin o
sin y A ctg asin y A
Abg =a Y—Bund Acg=a g. Y B.
sin? o p Sin o P
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Der Flichenfehler A Fg ist dargestellt durch die Fliche

des Dreiecks AA?B mit der Grundlinie AB = ¢ und der

A
Hohe gleich AG = vy = Pg c; es ist somit

AB _ sin y
AFQ = — ¢2— oder mit ¢ = a .
2 P sin o
ap, L gsiny A
8~ 2% gin2a o
c) Gegeben ein Fehler Ay an vy; gesucht die durch Ay
an b, ¢ und F hervorgerufenen Fehler AbT, ACT und A FT'

Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar

Ab"{ = & g ._MJ ~—-T—, AC == a,r .26 ,,X
Sin o e sin2 o 0
1 sin2 B A
Und A F-\{ -_— a2 ‘_,774_§ Y.

2 sin? o« p
2. Gegeben die beiden Seiten b und ¢ und ihr eingeschlossener
Winkel o.

a) Gegeben ein Fehler Ab von b; gesucht die ihm ent-
sprechenden Fehler A ab, A b, A yb und A Fp der Seite a, der
Winkel 8 und y und der Fliche F.

LiaBt man in dem Dreieck A B C (Figur 5) nur die Seite b
um A b zunehmen, so erhilt man ein Dreieck A B Cpb, bei dem
die Seite B Cp in der Ndhe von Cp parallel zu B C angenommen
werden darf. Beschreibt man den Kreis um B durch C, und
setzt man an Stelle dieses Kreises seine Tangente in C, so erhilt
man das rechtwinklige Fehlerdreieck C D Cp, in dem D Cp

A Bb '
=Aapund CD = vb = f a; damit ergeben sich die Fehler-

formeln
Vb sin ¥y
Aab = Ab cos y und A fp === T p Ab.
Da Ayb = —AQfb, so ist Ayb = = pAb.
a

Der Flichenfehler A Fb ist dargestellt durch die Fliche
des Dreiecks B Cp C; es ist somit |

1 ,
A Fpb =é‘ avb oder mit vb = A Db sin ¥y



Figur 5.

1
A Fp =4 2 sin yA b.

Setzt man noch a sin ¥ = ¢ sin «, so findet man

1
A Fp :E ¢ sin oo A b.

b) Gegeben ein Fehler A c; gesucht die ihm entsprechen-
den Fehler A ac, A B¢, A yc und A F¢ von a, B, v und F.

Aus dem Vorstehenden erhidlt man unmittelbar

und A Fe = ; bsin xaAc.

c) Gegeben ein Fehler A «; gesucht die ihm entsprechenden
Fehler A au, A Ba, A ya und A Fu von a, B, vy und F.

VergroBBert man nur den Winkel &« um A «, so geht das
Dreieck A B C (Figur 5) iiber in das Dreieck A B, C; dabei

erhdlt man den Punkt B, auf Grund der oben angegebenen
Niherungen als Schnittpunkt der Senkrechten zu A B in B mit
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der Parallelen zu A B im Abstand v, = — ~ c. Fillt man von Ba
e
das dem Kreis um C entsprechende Lot Bx E auf C B, so sind
in dem rechtwinkligen Fehlerdreieck B B, E die Katheten B E
A Yo

= Aas und B E = vy ="'~ a; es ist somit
%
Aay = vu sin B und vy = vu cos B

; A x A
oder mit vy = cund vy = =

P B

. Aa AT
Ads = CSlIliB = b sin Yy —

e P
und Aye = — © cos BAa.b
a
Den Fehler A 8+ erhilt man entweder als Differenz von A «
und A yu oder mit Hilfe von vg; dabei ist vg der Abstand der

beiden parallel anzunehmenden Tangenten in B und Bux an die
Umkreise der Dreiecke A BC und A BxC. In dem recht-
winkligen Dreieck B Ba G ist vg = va cos vy, ferner ist nach

der in der Einleitung angegebenen Formel vg :é_@ga_ﬁ; hier-

P

; ; Ao .
aus ergibt sich, wenn man noch beachtet, dall v = —— c 1st
P

ABx = —Ecos v A a.b
a

Auf Grund der fiir A B2 und A vy« gefundenen Werte erhilt
man zur Probe A fu + Avyy = 8 cos yAa + € cos BAa =
a a

bCOSYﬁ_CCOSB A o oder da b cos y 4+ c cos § = a 1st,
a

A Ba + A Yie = A o«L.
Den Flichenunterschied A F. der Dreiecke A B C und

A Bu C erhilt man aus A Fo = :12 bAh, wobei Ah der zu b

als gemeinsamer Grundlinie gehorige Unterschied der Hohen
der beiden Dreiecke ist; dabei liest man in dem rechtwinkligen

¢ Das Minuszeichen deutet an, daB} bei zunehmendem Winkel o
der Winkel y abnimmt.
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Dreieck Bz B H mit der Kathete B H parallel A C fiir A h den
Wert Ah = vu cos « ab. Hiermit findet man

A Fo :1bVa cos o« oder mit vo = éEc

P
Aa

A Fo =-1 bc cos &« —
2 e

3. Gegeben die Seiten a und b, und der Gegenwinkel « von a.

a) Gegeben ein Fehler Aa von a; gesucht die durch Aa
an der Seite c, den Winkeln 8 und v und der Fliche F verursach-
ten Fehler A ca, A Pa, A ya und A Fa.

LaBt man in dem Dreieck A B C (Figur 6) ohne b und «
zu dndern die Seite a um A a zunehmen, so erhilt man das Drei-
eck A Ba C, dessen Ecke Ba auf der Verlingerung von A B und
auf dem Kreis um. C mit Halbmesser CD = a -+ Aa oder
dem Lot in D auf C B liegt. In dem rechtwinkligen Fehlerdrei-

eck BaBD ist BBa = Aca und BaD = vy = A vs a; da-
P
mit ergeben sich die Fehlerformeln
Apy = L und VT———Aath:AYaa oder
cos f3 P

A']’a — tg——é P /_\a.
d

Wenn bei unverindertem Winkel « der Winkel v um A va
zunimmt, so nimmt 3 um denselben Betrag ab; es ist somit

ABa = —BP sAa,
a

Der Fliachenunterschied A Fa der Dreiecke A B C und
A Ba C ist dargestellt durch die Fliche des Dreiecks B Ba C
mit der Grundlinie a und der Héhe vy; es ist somit

A Fa :;aVT oder mit vy = Aatg
1
A Fa == a tg BAa.

(SchluB folgt.)
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