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gemacht, so miissen wir diese Werte mit \/§ multiplizieren, um

den entsprechenden wahrscheinlichen Betrag T, TH TIV 'TVI

oder TI, THI TV genihert zu erhalten. ‘
(Fortsetzung folgt.)

Graphische Ausgleichung beim Riickwarts-Einschneiden.
Von C. Zwicky, Professor an der Eidg. Technischen Hochschule, Ziirich.
! Einleitung.

Der trigonometrischen Punktbestimmung durch reines Riick-
wirtseinschneiden kommt namentlich bei Vermessungen klei-
neren Umfanges eine groBe Bedeutung zu, also insbesondere bei
der Einzelvermessung eines groBern Landgutes oder einer 6ffent-
lichen Waldung, sowie  bei den Vermessungsiibungen mit Stu-
dierenden | ’

In allen diesen Fillen handelt es sich bei der trigonometri-
schen Grundlage nur um die Bestimmung von ganz wenigen
Neupunkten; diese Bestimmung erfolgt dann am zweckmaBigsten
nach der Methode des Riickwirtseinschneidens, weil damit die
Winkelmessungen auf solche bei den Neupunkten allein be-
schrinkt werden konnen.

Um einerseits gegen grobe Fehler vollstindig gesichert zu
sein, und um anderseits einen Einblick in die Genauigkeit der
Messungen und der daraus abgeleiteten Koordinaten zu ge-
“winnen, wird man indessen doch auch unter den obigen ein-
fachen Verhiltnissen einzelne iiberschiissige Messungen aus-
fiihren, so daf3 jeweils die Aufgabe einer Punktbestimmung mit
Ausgleichung vorliegt.

Diese Ausgleichung kann dann entweder analytisch nach
der Methode der kleinsten Quadrate, oder auf konstruktivem
Wege durchgefithrt werden. — Im nachfolgenden soll nun hie-
fiir ein neues graphisches Verfahren mitgeteilt werden, das in
vielen Fillen der analytischen Methode vorzuziehen sein diirfte.

A,
Geometrische Grundlagen.
1. Fiir zwei Zielpunkte. (Figuren 1 und 2.)
Wird auf dem zu bestimmenden Neupunkt P der Winkel o,
zwischen den beiden Festpunkten A; und A, gemessen, so ist
dadurch ein Ort fiir die Lage von P bestimmt: es liegt P auf der
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Peripherie des Kreises K,,, der durch die Strecke A; A, = a,,
als Sehne und den Winkel a,, als zugehoriger Peripheriewinkel
definiert ist.

Zieht man nun in Figur 1 zu K, den Durchmesser A, B,,,

Frg. 7 Fig. 2

412

‘ ' Ve
so sind im Kreisviereck A; A, P B,, die Winkel bei A; und bei
B, je 90 Grad, und es ist ferner:
A PA =0, = A By A, folglich- X A, A, B,
= 900 — a,.

Es kann somit das Dreieck A; A, B, aus der Basis a,, und
ihren anliegenden Winkeln A, ‘= 90°, A, = 90° — a,, konstruiert
werden. Mit dem Durchmesser A, B}, ist dann auch der Kreis
K,, bestimmt.

In Figur 2 ist der durch P gehende Durchmesser P Q,, =
d,, gezeichnet; damit ergibt sich /L PA; Q;3 =90° = X P A, Q,,.
Man findet daher QQ;, als Schnittpunkt der beiden Normalen:

n, | PA, durch A, und n, | P A, durch A,.

Zieht man nun noch durch P die Gerade t;, | P Qy,, so

stellt t;, die Tangente des Kreises K;, im Punkte P dar.

2. Fiir drei Zielpunkte. (Figuren 3 und 4.)
Ist auf P auBBer dem Winkel a,, auch noch der Winkel
A, P A; = ay; gemessen worden, so ergibt sich aus A, A; = a,,
und a,, ein Kreis Ky, als zweiter Ort fiir P; ferner liefern A; A,
= a;y und a;3 = o3 + oy einen dritten Kreis K3 durch P.
Unter vorldufiger AuBerachtlassung dieses dritten Ortes K,
erkennt man: da die Kreise K,, und K,; beide durch A, gehen,
so muf} auch ihr zweiter Schnittpunkt P reell sein, so dafl durch
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die Messung der beiden Winkel a,, und a,; der Punkt P eindeu~
tig bestimmt ist. Und da der erste Schnittpunkt A, zum voraus
gegeben ist, so muB fiir P eine lineare Konstruktion, d. h. eine
solche ohne Zirkel, méglich sein.

Diese letztere ergibt sich denn auch in einfacher Weise wie
folgt: Wir bestimmen in Figur 3 gemif3 A, 1 die Endpunkte B,
und B,, der durch A, gehenden Durchmesser in K;, und K,,
= Ky4; dann ist J B3, PA; = J By P A, = 909 folglich
2y By P By, = 180°. Man findet somit P als FuBpunkt der
Normalen durch A, zur Geraden B,, B,,.

" In Figur 4 erhilt man nun ferner mit dem dritten Ziel-
punkt A, durch diesen die Normale n; zu P A, welche als Schnitt-
punkte mit den frithern Normalen n; und n, die Endpunkte Q3
und Q,; der Durchmesser d;; und d,; durch P liefert. Die durch
P gezogenen Normalen zu d;,, d;; und d,; stellen dann schlieB-
lich die Kreistangenten t,, t;3 und t,; in P dar.

Anmerkung. In Figur 4 fillt Q,; auBBerhalb des Zeichnungs-
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blattes; die Tangente t,5 ist dann nach dem in Fig. 4a dargestell-
ten Verfahren bestimmt worden. Durch P ist eine beliebige
Gerade ¢ gezogen, welche n; und n; in C, und C,; schneidet;
auf der Geraden ¢’ // ¢ mit den Schnittpunkten C’; und C’; ist

Fig. 4 7,

3 .
bestimmt worden. Alsdann

, c

der Punkt P’ aus C’ P’ = CP.
€ G

liegt P’ auf d,,, so daBt,, | P P’ ist. — Wire statt des Punktes P

auf d,; die Richtung von d13 gegeben, so ziehe man C'; C // n,

Cl C3

und C'; D // dy5; dann 1st C;P = C; D - . Von letzterer

¢ ¢
Hilfskonstruktion wird spiater Gebrauch gemacht werden.
3. Fiir mehr als drei Zielpunkte. (Figur 5.)

Werden fiir die Bestimmung des Neupunktes P allgemein
z > 3 Zielpunkte zugrunde gelegt, so lassen sich diese letzteren
(%) mal zu dreien kombinieren, und jede dieser Kombinationen
fiihrt zu einem besondern Niherungspunkt (P) fir P. Jedem
Niherungspunkt (P) = Ppi entsprechen drei Normale np, n;
und ng, sowie drei Kreistangenten tpi, tpx und tix durch Pp.

In einem trigonometrischen Netzplan fiir den Neupunkt P
und die Festpunkte A, A,, ... A,, der etwa im MafBstabe
1:20 000 gezeichnet wird, fallen indessen die simtlichen Nihe-
rungspunkte (P) mit dem wahren Punkte P vollstindig zusam-
men. Damit erhilt man in diesem Plan nur z Normale n;, welche
(2) Schnittpunkte Qjx und ebenso viele Tangenten ty ergeben
wobei nun die letzteren alle durch den gleichen Punkt P gehen.

Im speziellen ergibt sich somit fiir:
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Anzahl der Zielpunkte A; : z =3 4 &5 6 7 8

2. ,, Tlangenten tj : (;) =3. 6. 1015 21 28

,, Punkte Ppy (3) = 1 4 _IO__QO 35_ 56.
Mit wachsender Zahl z nimmt somit namentlich die An-
zahl der Niherungspunkte (P) sehr rasch zu.

Da nun bei dem hier in Frage stehenden Ausgleichungs-
verfahren stets simtliche Niherungspunkte beriicksichtigt wer-
den miissen, so erkennt man, daBl sich dasselbe nur dann als

bR

Fzg. &

zweckmiBig erweisen wird, wenn die Anzahl z der Zielpunkte
hochstens 5 betrigt; diese Voraussetzung wird aber gerade bei
den hier vorzugsweise ins Auge gefaBten kleinern Vermessungen
in der Regel erfiillt sein. '

Zur bessern Uebersicht sind in der Figur 5, sowie in dem
spiter behandelten Rechnungsbeispiel sogar nur wvier Zielpunkte
in Beriicksichtigung gezogen.

B.
Rechnungsgrundlagen.
1. Koordinatenberechnung aus drei Zielpunkten.

Hiefiir benutzen wir die Festpunkte A;, A, und A,, fiir
deren Auswahl und Numerierung folgende Grundsitze mal3-
gebend sind: _

a) die Strahlen nach P sollen giinstige Schnitte ergeben;
b) die Winkel a;, und ag sollen beide kleiner als 180° sein;
- ¢) der Punkt A, soll links und A, soll rechts von P A, liegen.
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-Bei Beriicksichtigung dieser Gesichtspunkte geben wir bei
der Berechnung der Koordinaten von P der Methode mittelst
eines Hilfswinkels ¢.*) den Vorzug vor derjenigen mit dem Collin-
schen Kreise. Es sind dann nur fiir P allein die Koordinaten
zu berechnen, und bei etwas systematischerem Rechnungsgange
ergeben sich stufenweise durchgreifende Rechenproben.

- Den aus A;, A, und A; berechneten Naherungspunkt (P)
bezeichnen wir allgemein it P,,,, und speziell mit P@, falls

Fig 6

nur ein einziger tiberschiissiger Zielpunkt A, in Betracht gezogen
wird, der dann in P® allein nicht zur Geltung gelangt.

2. Beriicksichtigung des Zielpunktes A, (Figur 6).

a) Dieser iiberschiissige Punkt A, bestimmt nach Figur 6
mit dem Niherungspunkt P¥ die Gerade A,P?%, deren Azi-
mut A und Linge 1 aus den Koordinaten von A, und P® zu
berechnen ist. |

b) Durch A, ziehen wir ferner den Strahl A, S = s,, der
dadurch definiert ist, da er mit dem Strahl A; P® den auf P
gemessenen Winkel oy, einschlieBt. Mit dem, der Berechnung
unter B,1 entnommenen Azimut s, von A; P® ergibt sich dann
als Azimut s, von A, S:

s, = 6, 1 a,,.

c) Aus diesen beiden Azimuten A und s, ergibt sich nun

fiir den Parallax-Winkel ¢ bei A,:

PO A,S=¢e=06,—)\;,
woraus fiir den senkrechten Abstand e des Punktes P® von der
Geraden A, S folgt:

E”

e=1-sine:l-*r;;;.

* Siehe Jordan, 1I. Band.
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Die Werte von e und e geben bereits einen charakteristischen
Einblick in die Genauigkeit fiir die Bestimmung des Punktes P;
viel wichtiger ist indessen die Verwertung von e fiir die Ermitt-
lung der iibrigen Niherungspunkte (P) auf konstruktivem Wege.

3. Beriicksichtigung eines weitern Zielpunktes Aj.

Bei zwei tiberschiissigen Punkten A, und A; erhilt man mit
dem Niherungspunkt P,,; die beiden Rgchnungsstrecken 1, und 1;,
sowie die beiden Messungsstrahlen s, und s;, aus denen sich
die Ausgleichungselemente z,, &; und e,, e, ergeben.

C.
Graphische Ausgleichung.

1. Die Strahlen nach den Zielpunkten.

Unter Zugrundelegung eines sehr groBen Malstabes —
etwa 2 :1 bis 1 : 5, je nach der GréBe des Abstandes e — kon-
struieren wir in Figur 7 den Punkt P® aus seinen unter B,l
berechneten Koordinaten. In diesem Punkte P® schneiden sich
die drei Strahlen A;P® = s, A,P® = s, und A;P® = s,
und zwar so, dal sie miteinander die gemessenen Winkel ay,
und a,, einschlieBen. Die Richtungen dieser Strahlen kénnen
hinreichend genau der Figur 5 entnommen werden. Dabei gilt,
wenn S;, den Schnittpunkt von s; mit s, bezeichnet,

Siz = 813 = Sg3 = P,

Der Messungsstrahl A, S = s,, der als eine Parallele zur
Geraden A, P in Figur 5 betrachtet werden kann, geht um den
unter B,2 berechneten Abstand e neben P® vorbei und wird
von s;, s, und s; in den nun nicht mehr zusammenfallenden
Punkten S,,, Sy, und S;, geschnitten.

2. Konstruktion der iibrigen Ndaherungspunkte.

Gemill A,2 ergibt sich jeder Niherungspunkt (P) als Schnitt-
punkt von drei Kreisen K. Von diesen letztern kommen nun in
Figur 7 nur ganz kurze Bogen in Betracht, welche die zugehorigen
Punkte (P) einschliefen. Zufolge des sehr groBen Mal3stabes
dieser Figur diirfen dann jene Bégen durch die betreffenden
Tangenten t ersetzt werden, deren Richtungen wieder der Figur 5
entnommen werden koénnen.

Den Niherungspunkt P,,, = P®, der sich als Schnittpunkt
der drei Kreise K,,, K,, und K,, ergibt, findet man nun durch
Konstruktion sehr einfach wie folgt:
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der durch S,, = P gehende Kreis K,, hat daselbst die Richtun
12 g g

von t,, |

der durch S, auf s, gehende Kreis K, hat daselbst die Richtung
von t,, i '

der durch S,, auf s, gehende Kreis K,, hat daselbst die Richtung
von ty,.

Es schneiden sich somit t;,, t;, und t,, im gesuchten Punkt P,,,.

Damit ergibt sich fiir die simtlichen vier Naherungspunkte (P)

P,ss = Schnittpunkt der Tangenten t,, t;5, tys durch S;,, be-
ziehungsweise S;3 und S,,; S
P,;s = Schnittpunkt der Tangenten t,, ty,, ts, durch S;,, be-
ziehungsweise S;, und S,,;
Piss = Schnittpunkt der Tangenten t,,, t,, t;, durch S5, be-
' ziehungsweise S;, und S,;;
P,3, = Schnittpunkt der Tangenten t,g, ts,, t; durch S,;, be-
ziehungsweise S,, und S,,. :

- Nach Ablesung der Niherungs-Koordinaten (y) und (x)
aus der Figur 7 erhilt man aus diesen durch Mittelbildung fiir
die Koordinaten y, x des ausgeglichenen Punktes Py;, = P:

y= 1/4'{ Yies T Yios T Yigs T Yoss |

E i
X == Moo Xy T Xygy T X T X4 |

Aus den Abweichungen y — (y) = m und x — (x) = §
kann man dann schlieBlich auch noch die mittleren Koordina-

tenfehler my und my der Punkte (P), sowie My und My fir P
berechnen.

Kommt auBler A, noch ein weiterer iiberschiissiger Ziel-
punkt A; in Betracht, so treten zu den sechs S-Punkten S,,..S,,
noch die vier weitern, auf s, liegenden Punkte S5, Sy, S5 und
Sy; hinzu. Den zehn S-Punkten entsprechen dann ebenso viele
Tangenten t, die sich je zu dreien in den zehn Niherungspunk-
ten Piyg...Pg schneiden.

(Schlu folgt.)
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