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Priifung von Kreisteilungen.

Von Geometer Alfred Aregger im Militirgeographischen Institut der
Argentinischen Republik.

1. Allgemeines iiber Kreisteilungsfehler.

Bei einer aus v Strichen bestehenden Kreisteilung werden
die einzelnen Strichintervalle im allgemeinen mit Fehlern be-
haftet sein; doch ist die Summe aller dieser Fehler gleich null,
denn die Summe aller Strichintervalle ist fehlerfrei und betrigt
vier rechte Winkel.

Der Fehler, mit dem ein einzelner Strich behaftet ist, ist
gleich der Verbesserung, deren eine Ablesung an diesem Strich
bedarf, wenn mit Hilfe desselben eine Messung vorgenommen

wird.
Wenn es sich nun darum handelt, die Fehler der einzelnen

Striche zu bestimmen, so konnte man den mit Null bezeichne-
ten Strich als richtig annehmen und darnach die Fehler k, der
iibrigen Teilstriche bestimmen. Die Summe dieser Fehler k,
wird im allgemeinen einen von Null verschiedenen Wert haben.
Da nun alle Teilstriche auf gleiche Weise und mit gleicher Sorg-
falt geschnitten worden sind, so miissen wir auch dem Null-
strich einen Fehler zuschreiben, wodurch sich die Fehler der
Ubrigen Striche alle um die gleiche GroéBe dndern. Nach den
Prinzipien der Ausgleichungsrechnung ist es zweckmiBig, dem
Nullstrich einen Fehler (Ablesungsverbesserung des Nullstriches
oder Nullstrichfehler) zuzuschreiben, der gleich ist dem mit —1
multiplizierten arithmetischen Mittel aus den Fehlern k,. Addie-
ren wir die Verbesserung des Nullstriches zu allen Verbesserun-
gen k,, so erhalten wir die totalen Teilungsfehler, deren Summe
iber den ganzen Kreis gleich null ist.

Wenn man sich das Teilen eines Kreises vorstellt, sei es
mittels der vom Mechaniker gehandhabten Kopierapparate oder
der automatischen Teilmaschinen, so ersieht man bald, daB3 bei
eng ausgefithrter Teilung benachbarte Teilstriche besser iiber-
einstimmen miissen als weit entfernte, d. h. es sind neben den
auf benachbarte Striche bezogenen, unregelmiBigen Fehlern
auch noch sogenannte regelmifige vorhanden. Letztere konnen
als das arithmetische Mittel der totalen Fehler einiger aufeinander:
folgender Teilstriche aufgefaBBt werden.
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Obige Erklirungen iiber die Teilungsfehler machen es uns
wahrscheinlich, dal der totale Teilungsfehler iiber einem ge-
wissen Bogenstiicke positiver Natur ist, dann langsam tiber Null
geht, auf einem andern Bogenstiicke wieder vorherrschend nega-
tiv ist, dann wieder zu positiven Werten tibergehen wird, usw.
Wenn wir somit die Abstinde der Teilstriche vom Nullstrich als
Abszissen und die entsprechenden Teilungsfehler als Ordinaten
eines Koordinatensystemes auftragen und eine ungebrochene, még-
lichst einfache Linie derart ziehen, daf} sie sich den aufgetragenen
Punkten verhdltnismdflig eng anschliefit, z. B. die Kurve einer
Funktion, die durch eine nach sechs Gliedern abbrechende Fourier-
sche Rethe dargestellt wird, so haben wir in dieser Kurve eine ge-
ndherte Darstellung des allgemeinen Verlaufes der Teilungsfehler-
kurve.

Die Teilungsfehler kénnen somit als Werte einer abhin-
gigen Verinderlichen (Funktion f () angesehen werden, wobei
die unabhingige Verdnderliche ¢ der dem betreffenden Kreis-
strich entsprechende Bogen ist. Diese Funktion f (¢) ist einfach
periodisch mit der Periode 360° = 2z. Aus der Mathematik
wissen wir folgendes: Ist f () eine fiir alle Werte von ¢ zwischen
—x und 4= stetige Funktion, und ist auBBerdem

f(—=n) =f{(+n), |
so 1dBt sich f () durch eine gleichmiBig konvergente Fourier-
sche Reihe darstellen:

oo
f(p) = B b, T b, cosetb, cos (2¢)t ... +bycos(mp)t ..
+a singta,sin(2¢)t ... +ansin(me)+..

Zur Berechnung der Koeflizienten b, und a,, hat man:

(1)

1t
b 2; J f(x) cos (m¢) deo,
v )
an=—_ | f(p) sin (m¢) dy.

1

Da aber die Funktion fiir unsern Fall nur bei einer endlichen
Anzahl v von Punkten vorgeschrieben ist, nimlich bei den Teil-
strichen, so braucht die Reihe fiir f (p) nicht unendlich viele
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Glieder zu haben, sondern kann nach v Gliedern, d. h. nach

2 g’

o

v v '
b sin (‘— <P> und a_ cos (—‘9) abbrechen, wobei wir v als ge-
id | 5

- rade Zahl annehmen und das Glied—z‘b0 nicht mitzdhlen. Kreise

von etwa 18 cm Durchmesser und mehr sind gewdhnlich in
Intervallen von 5’ oder '/12° geteilt. Fiir, die Darstellung der
Teilungsfehlerkurve eines solchen Kreises mii3ten demnach
360 mal 12 = 4320 einfache Glieder berechnet werden, oder die
y
2
lungsfehler angendhert darzustellen suchen durch eine Fourier-
sche Reihe, die man viel frither abbricht, was erfahrungsgemil
bereits nach den Gliedern by cos (6¢) und a, sin (6¢) ge-
schehen kann. Dabei wiirde uns aber ein Untersuchungsinter-

Zahl - wiirde gleich 2160. Man kann aber statt dessen die Tei-

T
vall —- = 30° resultieren, d. h. wir miif3ten die Teilstriche

12
0°, 30°, 60°, ... 330° priifen und nach deren Fehlern die Glei-
chung (1) berechnen. Eine solche Kurve wire insofern ungenau,
als dieselbe nur den wenigen gepriiften Teilstrichen entspriche,
ohne Riicksicht auf die Uebereinstimmung mit den dazwischen
liegenden Teilstrichen. Man wird daher die Teilungsfehler in
einer groBern Anzahl 2 n regelmidBig liber den Kreis verteilter
Punkte beobachten (wobei 2 n > 12) und dann die Koeflizienten
by, by. .., bg, ay, ay. . . ag nach der Methode der kleinsten Quadrate
derart bestimmen, dafl die Summe der Quadrate der Unter-
schiede zwischen der Funktion f (¢) und den beobachteten Tei-
lungsfehlern ein Minimum wird. Wir nennen dann in der Folge
,yregelmdfigen Teilungsfehler denjenigen Teil eines totalen Tei-
lungsfehlers, der durch die Reihe f(p) dargestellt wird, und
,yunregelmdfigen Teilungsfehler' den Rest des Teilungsfehlers
nach Abzug der Funktion f (¢). Die Erfahrung hat gelehrt, dal3

T
das Untersuchungsintervall 7~ zu 10°, 5° oder 214° angenommen

2n
werden kann, je nachdem eine mittelmiBige, gute oder sehr ein-
gehende Untersuchung vorgenommen werden soll.
Fiir das erste Glied 4b, konnte ein beliebiger Wert an-
genommen werden. Am einfachsten ist es, dasselbe gleich null

-
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zu setzen, wodurch wir erreichen, daf3 die Funktion f (¢) regel-
maifige Teilungsfehler darstellt, deren Summe tiber den ganzen
Kreis gleich null ist, was den vorhergehenden Betrachtungen

iber die Teilungsfehler entspricht. Wir werden also im folgen-
den das Glied 14b, nicht mehr mitfiihren.

Wihrend die Form der Reihe (1) fiir die Giltigkeitsbeweise
der Reihe die geeignete ist, weil sich in dieser Form die Koefh-
zienten bm und a, durch die einfachen Integrale (2) bestimmen
lassen, so ist speziell fiir unsern praktischen Gebrauch folgende
Umformung empfehlenswert:

Wir setzen:

by = —ry sin Oy,

an — Iy cos Oy } 3)

oder ‘ bm cos (m¢) = —r,, cos (me) sin Oy
am sin (m¢) = 1y sin (mg) cos Op (4)
durch Addition der Gleichungen (4) folgt:

B cos (mp) tan sin (mp) = ry | sin (mgp) cos Om —cos(mep) sin O}
= I'p sin (me—0p) (5)

Durch Einsetzen von (5) in (1) folgt (unter der bereits er-

Wﬁhnten; Weglassung des Gliedes "é‘bo):

f (p) = r, sin (p—0,) *+ r, sin (29—0,) +... T rysin (np—0,) (6)

Nachdem wir die Eigenschaften und Arten der Kreis-
teilungsfehler erortert und auch deren Darstellbarkeit durch die
Fouriersche Reihe erkannt haben, kénnen wir die Grundgleichung
der regelmifBligen Teilungsfehler aufstellen.

Es bedeute:

® = eine Kreisablesung am Nonius oder Mikroskop A,

Ty = der der Ablesung ¢ zukommende regelmiBige Teilungs-
fehler in Sekunden,

rm = ein Faktor im m-ten Gliede der Reihe fiir Ty, der die
Ausbiegung der dieses Glied darstellenden Sinuskurve
in Sekunden angibt,

Om = ein Orientierungswinkel, der den Beginn der betreffen-
den Sinuskurve angibt, so ist:

To =r, sin (¢—0,) + r, sin (2¢—0,)+. ... +r,sin (6p—0,) (7)
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Wihrend der regelmifBige Fehler jedes beliebigen Teil-
striches durch die Interpolationsgleichung (7) dargestellt wird,
werden wir uns begniigen, die unregelmiBigen Fehler ihrem
mittlern Betrage nach zu kennen.

II. Bestimmung der Teilungsfehler.

Zur Bestimmung der Teilungsfehler sind verschiedene Me-
thoden angewandt worden; man vergleiche Jordan, Handbuch
der Vermessungskunde, Binde II und III. Die meisten dieser
Methoden sind aber unvollkommen, d. h. sie geben uns die
Fehler entweder nur graphisch oder im Mittel, oder nicht mit
gleicher Genauigkeit tiber den ganzen Kreis, oder iiberhaupt
nur angendhert. Andere Methoden verlangen aber spezielle
Hilfsapparate (Schreiberscher Kreisteilungs-Untersucher, Teil-
maschine) oder wenigstens Hilfsmikroskope. Fast alle Unter-
suchungsarten sind zudem nur ausgebaut fiir die Bestimmung
der sogenannten Durchmesserkorrektion oder des Durchmesser-
teilungsfehlers (Fehler des Mittels der Ablesungen an den dia-
metralen Nonien oder Mikroskopen A und B).

- Die im folgenden beschriebene Methode hat den Vorteil,
daB sie keiner weitern Hilfsinstrumente bedarf und die Resul-
tate in jeder Beziehung erschépfend fiir den ganzen Kreis gibt.
Zudem hat man Gelegenheit, bei den Beobachtungen, die zur
Kreisuntersuchung dienen, das ganze Instrument ordentlich
kennen zu lernen.

Als Nachteil des Verfahrens konnte vielleicht betrachtet
werden, dal3 es ein kombiniertes ist. Es besteht nidmlich aus der
Kombination folgender zweier Untersuchungen:

1. Bestimmung der regelmidBigen Durchmesserkorrektion oder
des regelmiBigen Durchmesserteilungsfehlers to, und
2. Bestimmung der halben Differenz tp der regelmiBigen Feh-
ler diametraler Teilstriche.
Fiir die Beweisfilhrung der RlChtlgkelt dleser Methode, so-
wie fiir weiterhin, fithren wir folgende Bezeichnungen ein:
A¢ = Ablesung des Mikroskops oder des Nonius A an der
Kreisstelle o, '
By = die um 180° verminderte (oder vermehrte) Ablesung des
diametral zu A gelegenen Mikroskops oder Nonius B,
wobei ¢ die Kreisstelle bei A bezeichnet,
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regelmiBiger Durchmesserteilungsfehler der Kreisstelle
¢. (Unter dem regelmidBigen Durchmesserteilungsfehler
wird das arithmetische Mittel der regelmiBigen Tei-
lungsfehler an den Stellen ¢ und (¢ -+ 180°) verstanden,
also der Teil des regelmiBigen Tellungsfehlers der im

Mittel g+ 39 zweler diametralen Ablesungen ent-

halten bleibt.)
Be —

= ——Oﬂ die um 90° verminderte (oder vermehrte)

sdd

halbe Differenz der Ablesungen an den Stellen ¢ und
180 + ¢.

An Hand der Gleichung (7) haben wir somit:

1. Fiir den regelmdfigen Durchmesserteilungsfehler to:
1 on— i L)) P
cp=r, B2=0) T sin (p 18070
4l sin (2¢—0,) 1 sin{2(p1180") —0,
3 2
# 4 sin (35—0,) + si; (3(¢ e 180") 0}
8
sin (4 p—0,) 1 sin {4(p +180") -0,} ® |
£, | 9
sin (5 p—0;) 1 sin [5(p + 180") —0,}
r, g
sin (69—0,)+ sin {6 (p + 180")—0,}
Iy 9
‘Nun ist:
sin (p—0,) =. —sin { (¢ + 180")—0,}
sin (3p—0,) = —sin { 3(p 1 180%)—0y)
.................................. L 9)

sin (29—0,) = sin { 2 (p + 180") —0,|
sin (430-—-—0 ) =sin|{ 4 (p + 180”) —0,}

----------------------------------

Durch Einsetzen von (9) in (8) folgt:

W=,

sin (22 —0,) + r, sin (4 ¢ —0,) + r, sin (69 —0,) (10)
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2. Fiir die regelmdifige halbe Differens to der Ablesungen Ag
und By: |
Wir haben: By — Agp + T (p +180) — ¢ =0
Unter Vernachlissigung der unregelmiBigen Teilungsfehler
und der Beobachtungsfehler ist:

By —Avgp Teoe — T (¢ + 180"

ap="" 5 = = 5 , woraus sich erklirt,
daB: to—r, sin (p —0,) — si121 { (¢ + 180")—0,) |
4 g, Sin(29—0,) —sin [2(p + 180")—0,)
- 2
1 sin (39 - 0,) —sin {3(p T 180")—0,}
. > i (11)
4 . Sin (49 —0,) —sin{4(p +180") -0,
Iy
2
P, sin (59 —0,) — erzl{S(p 1 180%) —0,}
+r, sin (6¢ —0,) -——31;;_ {6(p +180")—0,

Durch Einsetzen von (9) in (11) folgt:
to=r, sin(p -0,) T r;sin(8p —0,) + r; sin(5p —0;) (12)

Die Gleichungen (10) und (12) geben zusammen die Glie-
der der Reihe (7).

1. Regelmdffiger Durchmesserteilungsfehler v¢ und mittlerer Durch-
messerteilungsfehler .

Aus der Entwicklung auf voriger Seite geht hervor, daf3 der
regelmidBige Durchmesserteilungsfehler t¢ durch die Reihe (10)
dargestellt werden kann; welche lautet:

19 =1, sin (2¢—0,) tr, sin (49 —0,) + 1, sin (6 ¢ —0,)
Fiir die Bestimmung der Konstanten dieser Gleichung gibt
uns Professor Heuvelink in der Zeitschrift fiir Vermessungs-

wesen, Jahrgang 1913, Heft 17, folgendes Verfahren an, das sich
als sehr praktisch erwiesen hat. Wir folgen von hier bis zum
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Untertitel vor Gleichung (18) im wesentlichen den Ausfithrungen
von Professor Heuvelink. :

Es handelt sich darum, aus geeigneten Winkelmessungen
die GroBen r,, r,, rs, 0,, 0,, 05 abzuleiten und den Betrag des
mittlern Fehlers einer Richtungsbeobachtung zu bestimmen, der
“von den Teilungsfehlern des Kreises herriihrt.

Es wird hierzu ein Winkel a gemessen in n Lagen des ge-
teilten Kreises, welche um den n-ten Teil von 180° auseinander
liegen. In jeder Kreislage wird der Winkel mehrfach gemessen,
um die unvermeidlichen kleinen Fehler der Winkelmessung un-
schidlich zu machen und auBerdem bei der Berechnung die
Teilungs- und Beobachtungsfehler trennen zu kénnen. In der
Formelzusammenstellung zur Berechnung von r,, r,, rg, 0,, 0,, 04
wird jedesmal das Mittel aller Beobachtungen in derselben Kreis-
lage mit p bezeichnet.

Um eine Ablesung ¢ um den regelmiBigen Teilungsfehler
zu berichtigen, muf3 der beziigliche Wert der Reihe (10) an die-
selbe angefiigt werden. Bei der Messung eines Winkels a wird
der Kreis abgelesen bei ¢ und bei ¢ + a. Es wird also der Ein-
fluB der unregelmiBigen Teilungsfehler und der Beobachtungs-
fehler im beziiglichen Werte von p :

z=p—a—r1,sin (2¢ —0,) + r,sin (2¢ + 2a —0,)
—r,sin (49 —0,) + r,sin (4¢ +4a —0,) { (122)
— 1, sin (6 ¢ —0,) T 1, sin (6¢ + 6a —0,)

Durch Zusammenziehung der Differenz zweier Sinus folgt:
z=p—o t+2r,sin a cos (2¢ + a—0,)
+ 2r,sin2acos(4¢ +2a —0,)
+ 2r, sin 3a cos (6 ¢ + 3 a—0,)
oder: |
z=p—a t+ 2r,sin a cos (a —0,) cos 2¢ —2r, sin o
| sin (o —0,) sin 2 ¢
2r,sin2acos (2o —0,) cos4 ¢ —2r1,sin2 a
sin (2a —0,) sin 4¢
+ 2r, sin 3 a cos (32 —0;) cos 6¢ —2 r, sin 3«
sin (8 a —0,) sin 6 ¢



— 192 —

Unter Einfithrung von:
+ 2r, sin a cos (@ —0,) = x,; —2r, sin a sin (a —0,) =y,
+ 2r, sin 2a cos (20—0,) =x,; — 2r, sin 2asin (20—0,)=1y, ' (13)
+ 2r, sin 3a cos (3u—0,) =x,; — 2r, sin 3asin (3a—0,) =y, J

Wird der Ausdruck: _
z=p—o Tx, cos2¢ Ty, sin2¢ +x, cosd¢ + y, sin 4¢ + x,

cos 6¢ t y, sin 6¢.
(Fortsetzung folgt.)

Julius Hef3 +.

Am 5. Juli dieses Jahres verschied in seiner Heimatstadt
Ziirich Julius HeB3, Grundbuchgeometer, im Alter von 39 Jahren,
nach langer, mit schweren Leiden verbundener Krankheit. Der
Verstorbene, ein lieber Gatte und treuer Vater zweier Kinder,
war ein Mann vielseitiger Begabung, der neben seinem Berufe
sich als Kalligraph, Maler und Dichter auszeichnete.

In Ziirich aufgewachsen, das Technikum im Jahre 1902
mit Erfolg absolvierend, reiste er 1905 nach Empfang seines
Patentes ins ferne Land nach Kairo am Nil, wo er im Dienste
der dgyptischen Regierung bis kurz vor dem Tode seinem Berufe
mit Pflicht und Treue oblag. Von verschiedenen Reisen im
Nillande, nach Palistina, Kleinasien, Italien, hat sein lebhaftes,
kiinstlerisches Auge die Schonheiten dieser Mittelmeerlinder in
zahlreichen, hiibsch gemalten Bildern zum Ausdrucke gebracht;
seine fein ausgefiihrten Kartenwerke des Nildeltas in englischer
und arabischer Schrift zeugen von seinem Konnen im Berufe.

Mit einem feinen, sensiblen Empfinden ausgeriistet, hat er
sich seinerzeit an den gegenseitigen Neckereien seiner Klassen-
kollegen nie beteiligen kénnen; dagegen war er immer mit Aus-
dauer ein feuriger Verfechter der Ideale der Jugend. Seine Treue
zum Vaterlande bewies er anno 1914 mit der Riickkehr vom
~ heiBBen Kairo zum schweren Dienste als Soldat auf dem St. Gott-
hard. Vor zwei Jahren suchte Julius HeB in seinem Ziirich
Heilung von einem Halsleiden; halb genesen, mufite er zuriick
in das heiBe Nilland; die Krankheit erschien wieder und die

Teiden waren oft unsigliche.
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oftentlich angestellten -Landmesser in PreuBen, von Moritz.
Ueber die Anlage von FufBlballplitzen, von Bussiliat.

4. Oesterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen. Heft Nr.
3/4. Zur Ausgestaltung des landwirtschaftlichen Hochschul-
unterrichtes in agrartechnischer Richtung, von Bablay. Die Glei-
chung eines Meterstabes, ihre-Darstellung und deren Fehler-
hyperbeln, von Dr. Basch. Ueber die Schirfe der Zahlenrech-
nung, von Wellisch. Ein neues Prismenkreuz, das Kreuzvisier,
von Hensoldt, von Professor Dr. Dolezal. Literaturbericht,
Zeitschriftenschau.

5. Allgemeine Vermessungsnachrichten. Nr.22. Das Nach-
barrecht (Fortsetzung). Grundwertkarten, von Sauer. Die Tei-
lung von Grundstiicken nach einfacher Berechnungsart (Fort-
setzung). — Nr. 23. Das Nachbarrecht (Fortsetzung). Die Tei-
lung von Grundstiicken nach einfacher Berechnungsart (Fort-
setzung). — Nr. 24. Das Nachbarrecht (Fortsetzung). Die Tei-
lung von Grundstiicken nach einfacher Berechnungsart (SchluB).
Fortschreibungen bei einer FluBberichtigung. Zeitschriften-
schau. Neue Biicher.

6. Fournal des Géométres-Experts Frangais, n® 8. Les géo-
meétres et le remembrement. La déclinaison de I’aiguille aimantée.
Conseils aux dessinateurs, par Dorel. Récréation mathématique.
Photographie aérienne.

7. Zeitschrift fiir Instrumentenkunde. Ueber zwei astronomi-
sche arabische Instrumente, von Frank. Astigmatismus aplanati-
scher Linsen, von Dr. Harting. R. Hugershoff und Cranz, Grund-
lagen der Photogrammetrie aus Luftfahrzeugen (Besprechung).
C. Pulfrich, Ueber Photogrammetrie aus Luftfahrzeugen und
die ihr dienenden Instrumente (Besprechung).

Druckfehlerberichtigung zu Heft Nr.8. In dem Artikel:
Priifung von Kreisteilungen sind folgende Druckfehler zu be-
richtigen:
pag. 187, 17. Zeile v. o. lies by statt B,.
pag. 189, 8. Zeile v. o. lies d¢ statt ag.
pag. 190, 6. Zeile v. o. lies dg statt ag. '
pag. 191, 4. Zeile v. o. lies O,, O,, O, statt o0,, 0,, 0.

16. Zeile v. u. fiige nach Einflu ,,z”" zu, d. h. lies: Es wird also
der EinfluB z der unregelmidBigen Teilungsfehler. ..
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