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3. Nochmalige Verringerung des Rechenaufwandes. Versuchen
wir (vgl. ebenfalls Hr. IT), ob nicht noch geringerer Rechen-
aufwand hier zum Ziele fithrt, indem wir die a, b auf 1 Einh.,
abrunden. Nachdem die L, mit der Quadrattafel bestimmt sind,
sicht dann die Rechnung wie folgt aus und es ist dann zu
ihrer Durchfiihrung keine Ziffer mehr zu schreiben als hier
folgt, und kein Rechenhilfsmittel irgend welcher Art, nicht
einmal ein Rechenschieber mehr notwendig, einschlieBlich der
Auflosung der Normalgleichungen in (18):

E b Lllaal ab  w bb | b7 | 21
' (cm) |

-0,9 —04 | +4]081/+036! —3,6 |0,16 —16 ] 16
—1,0 +0,2 | —3|1,00—0,20 | +3,0 |0,04 —06 | 9
+1,0 | +0,0 | +9|1,000 — |+90| — | — 81
+0,5 | —-0,9| —2(0,25—0,45| —1,0 | 0,81 +1,8

i * __4
3,1 [—03 | +74 |10 0| |

(17)
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31x—03y+74=0 | 10f 10y—03x—04=0 | 110

1,0 =04 = I8 |} - 3,1 +7,4 s

=00 Y07 e LR — O

(18) 1,0y4-03=0 92 30x+73=0 | 110
l y = —0,3 cm =0 X =—24 cm —18
g, = 1,0 — g, =30 —

Y 92 x 92
=[vv] =[vv]

Selbst diese Rechnung stimmt also noch in den Ergeb-
nissen auf wenige Millimeter mit der Eggertschen und der in
2. angegebenen tiiberein, sowohl was x, yn, als die v betrifft;
auch [vv] mit hier 92 bleibt wie in 2. bestehen, und damit,
vgl. gx und gy, die m. F. der berechneten Abszisse und Ordi-
nate. DaB3 also auch noch hier praktisch mehr als geniigende
Genauigkeit erreicht ist, ist jedenfalls angesichts der Klagen
itber den ,,Rechenaufwand bei der Anwendung der kleinsten
Quadrate* (beliebter Einwand von solchen, die die Sache nicht
kennen) bemerkenswert, wenn man auch meist bei der ‘in 2.
eingehaltenen Rechnungsschirfe (Anwendung des Rechenschie-
bers) stehen bleiben wird. Man muf3 in der Tat oft staunen
iber den ganz iiberflissigen Dezimalenluxus, der bei den ein-
fachsten Ausgleichungen der niedern Geodisie getrieben wird
und dessen Fortsetzung fast nur durch die Anwendung der
die tberfliissigen Stellen ohne weitern Rechenaufwand mit-
liefernden Rechenmaschinen zu erkliren ist. Man sollte bei
diesen einfachen Aufgaben der Land- und Feldmessung mit
z. B. nur zwei Unbekannten viel mehr als es auch heute noch zu
geschehen scheint, von der ,,exakten Arbeit mit der Rechen-
maschine absehen zu Gunsten der einfachern mechanisch-loga-
rithmischen Rechnung mit Hilfe des Rechenschiebers.

Eine mit der Frage nach der erforderlichen Rechenschirfe
zusammenhingende ist noch die nach der notwendigen An-
naherung der Niherungswerte der Unbekannten an ihre end-
giiltigen Werte, besonders bei von Haus aus nicht linearen Ver-
besserungsgleichungen. Es ist sehr einfach zu sehen, daB3 bei
vermittelnden Beobachtungen in dem Falle schon von Anfang
an linearer Beziehungen zwischen Messungen und Unbekann-
ten, wo bekanntlich die praktisch zweckmiBige Durchfithrung
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der Zahlenrechnung ebenfalls fast ausnahmslos schon die Ein-
fihrung von Niherungswerten fiir die Unbekannten verlangt,
der Grad der Anniherung dieser Niherungswerte theoretisch
ganz ohne Einfluff auf die Endwerte der Unbekannten ist, d. h.
fir diese Endwerte stets (theoretisch) gemau dieselben Zahlen
erhalten werden, was auch die gebrauchten Niherungswerte
sein mogen. Bei von Anfang an nicht linearem Zusammenhang
zwischen Messungen und Unbekannten miissen Niherungswerte
der Unbekannten eingefiihrt werden, und hier ist nun selbst-
verstindlich das Ergebnis der Ausgleichung nicht mehr unab-
hingig vom Grad der Annidherung dieser Werte; dieser Grad
der Annidherung der beniitzten Nidherungswerte kommt auch
hier nur solange praktisch nicht in Betracht, als bei der Ent-
wicklung nach dem Taylorschen Satz die kleinen GréBen zwei-
ter Ordnung gegen die erster Ordnung, die nur die ersten Po-
tenzen der gesuchten Korrektionen x, y... der Niherungs-
werte enthalten, tatsichlich nicht in Betracht kommen.

Es i1st dem Anfinger sehr zu empfehlen, an bestimmten
einfachen Aufgaben, wie der vorliegenden, selbst empirisch
festzustellen, welcher Annidherungsgrad der Niherungswerte er-
forderlich ist; er mag z. B. die vorstehende Aufgabe mit der in
2. festgehaltenen Rechenschirfe, die ja fiir jede vollstindig
durchgefiihrte Ausgleichung nur wenige Minuten in Anspruch
nimmt, mit Annahmen fiir (x,y,) durchrechnen, die von denen
in (3) um je 10 cm, 20 cm, 50 cm, 1 m abweichen (beachte da-
bei auch die fiir schlanke Rechnung beste Wahl des Lingen-
mafes). Er wird dadurch den Wert ,,guter Niherungswerte
fir die Bequemlichkeit der Durchfithrung der Ausgleichung
schitzen lernen und zugleich ein empirisch begriindetes Urteil
liber den Grad der erforderlichen Anniherung gewinnen. Ich
mochte auf eine empirische Untersuchung dieser Art bei einer
verwandten Aufgabe (Rechnung eines trigonometrischen Neu-
punktes durch Vorwirtseinschneiden) hinweisen, die kiirzlich
Aubell, ebenfalls wesentlich im didaktischen Interesse angestellt
hat (Oesterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen, XVIII,
1920, Seiten 80 bis 85).

4. Graphische Ableitung der linearen Verbesserungsgleichungen
im Falle nicht linearer Beziehungen zwischen Messungen und
Unbekannten bei vermittelnden Beobachtungen. Schon oft und
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mit Recht ist empfohlen worden, besonders dem Anfinger zur
Verifikation der Entwicklung nach dem Taylorschen Satz (so
einfach auch diese bei den wichtigsten vorkommenden -Auf-
gaben zu sein pflegt, so beim Vorwirts- oder Riickwirtsein-
schneiden eines trigonometrischen Neupunktes), womoglich der
algebraischen Entwicklung eine geometrische Veranschaulichung
zur Seite zu stellen. Dies ist wichtiger als algebraische ,,Verein-
fachungen einfachster Differentiationen; vgl. meine Bemer-
kungen zu einem Aufsatz von Werkmeister, Oesterreichische
Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 1915, Seiten 11 bis 17. Ganz
dhnlich bei der vorliegenden Aufgabe: die einfache geometrische
Anschauung gestattet sofort die Ablesung des Differentiations-
ergebnisses, nimlich die Ausdriicke fiir die Koeffizienten a, b
nach (4). Der Niherungs-
" = punkt N, wird um die
kleinen Betrige (die Unbe-
kannten der Ausgleichung)
x und y nach N!' und
dann nach N (endgiiltige

+X

Lage des Neupunktes) ver-
_ schoben; wie indert sich
p ¢ Fig. 2. damit die Linge L,, =

P, N,? Fillt man (ver-
gleiche Figur 2) von N, das Lot N, Q‘ auf P, N’ und von N’
das Lot N‘ Q" auf P, N, so werden damit zwei rechtwinklige

Dreiecke N, N Q‘ und N‘N Q" mit den kleinen Hypotenusen

x und y gebildet, die praktisch genau dem Dreieck P; N, Q mit
Hypotenuse L,,, und Katheten x,—x, und y,—y, dhnlich sind;
da ferner praktisch genau P, Q° = P, N, ist, so liest man mit
Hilfe dieser zwei kleinen Dreiecke einfach durch Proportion ab:
L, =P N=1L, ¥ QN + Q"N oder

(19)  Litv=L,+ 5 t.xti Yy,

01

Lo
wobei selbstverstindlich wieder gleichgiiltig ist, ob im Nenner
der zwei kleinen Zusatzglieder rechts L,, oder L, steht; es ist
also in Uebereinstimmung mit (4):

XX X, —X,. Yo— Y ¥i— Yo
a] _— — T ——— ) b T T e e, | — u- S- ft’

L] Ll l Ll Ll
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wihrend man die / der Verbesserungsgleichungen, wie immer,
dadurch erhilt, daB je von dem Wert, den die ,,Funktion, hier
das jeweilige L, annimmt mit Einsetzung der Niherungswerte
(Xo Vo), das gemessene L abzieht, d. h. setzt:

L= Ligs — Lsy, l, = Ly,, — L,,... wie in (5) geschehen.

5. Regelmdfige Fehler. Schon in Hr. I habe ich darauf hin-
gewiesen, dal bei der vorliegenden Aufgabe ein systematischer
Fehler besonders bemerkenswert ist, ein etwaiger merklicher
Unterschied zwischen dem Meter des Koordinatennetzes und
dem Meter der Lingenmessungen L, sich unmittelbar kund-
gebend im Verhalten der Vorzeichen der v. Es ist dort auch
gezeigt, wie augenfillig ein solcher Iehler bei der graphischen
Behandlung dieser Aufgabe wird, und wie er zu bestimmen
ist. Nicht umstindlicher ist. die rechnerische Behandlung der
Frage, ob ein solcher Fehler nachweisbar ist oder wahrscheinlich
gemacht werden konne. Die Vorzeichen der v in (14) legen in
unserem Beispiel nahe, einem regelmifigen Fehler der an-
gegebenen Art nachzuspiiren; neben den zwei groBen v mit
dem Vorzeichen -+ sind nur zwei kleine mit dem andern Vor-
zeichen da und jene, v, und v, mit zusammen 13 cm, beziehen
sich auf die in N nicht sehr stark gebrochene Strecke von P,
iber N nach P,. Fiihren wir eine dritte Unbekannte z ein,
indem wir setzen:

[ L,(1-—2z) +v, =L¢y +a,x+ by d. h. die An-
(. . o o wom s s A, nahme machen,

[L4 (1—z) + vy = Ly,s + a,x 4+ b,y, jedes Meter der
Messungen L. miisse im Verhiltnis IT—Z verdindert werden (ver-

kleinert oder vergroBert, je nach dem Vorzeichen von z), so
lauten die neuen Verbesserungsgleichungen:

21 ‘ V1:alx+b1y+L1Z+(Iloyl““L1)

( )l =ax + byy+ L,z 4+ ]

so daf die / dieselben bleiben wie oben bei zwei Unbekannten.
Wir haben oben in 2. und 3. die rechten Seiten der Ausdriicke
fiir die v in cm genommen, miissen dies also auch fiir die neuen
Glieder L.z tun; um die Koefhzienten a, b, ¢ von x;, y;, zZ von

derselben GréBenordnung zu bekommen, setzen wir:

(22) 7z = 100% - 2 = ﬁ-z’ oder die Koefhzienten der



dritten Unbekannten in (20) L

82

¢! = % L. Die Tafel der

Koeffizienten der Verbesserungsgleichungen und der drei Nor-
malgleichungen wird damit wie folgt:

l
‘(cm)_

a b o aa| ab

ac’

]

al |bb| be | bl

c’c!| ¢l

i

—0,93
—0,97
+1,00
+0,50

0,37
+0,24
40,02
0,86

1,24 +4)0,86
1,15 310,94
1,29-1-911,00
1,19—200,25

40,34
~0,23
40,02
—0,43

3)

—1,15

.13
+1,29
40,60

—3,72
42,91
49,00
—1,00

0,14—0,46
0,060,28
0,00}-0,03
0,74 —1,02

1,48
—0,72
40,18
+1,72

1,54 44,96
1,32—345
1,66+ 11,61

1,42—2,38

16
9
81
4

3,05—0,30

—0,38

0,30

5,94+ 10,74

+7,19/0,94—1,17
| |

110

Die Auflésung der drei Normalgleichungen, mit Anwendung
des Rechenschiebers [wie fiir (22) und (23)], die unter Anschrei-
bung der simtlichen erforderlichen Zahlen fiinf Minuten in An-
spruch nimmt, sieht also diesmal so aus [erst durch (24) z‘ und
g.’; dann durch die vollstindige Umstellung in (25) x und gy,
endlich in (26) (26°) links und rechts y und gy doppelt zur Probe]:

3,05x—0,30y —0,382/+7,2=0| 110||5,942'—1,17y—0,38 x+10,7=0 110
094 —1,17 —03 | =17 0,94 —0,30 —0,30 =19
—0,03 —0,04 4071 ~0.23 008 1212
594 +10,7 305 +7,2
—0,05 +0,90 —0,02 +069
0,91 —1,21 +041 | 93 0,71 —0,38 41,82 | 91
589 +11,60 | —0 — 303 7589 |—5
(?4) —1,60 40,54 —0,20 097 (25)
4,291 +114=0| 93 2,83x |-833=0 86
12,14 . —34 8.86 —27s
= —— - = —284 (cm auf——1 y___ 2 _ __
120 ) ( = | T 58;
m — ——
oder 0,28 mm Abzug pro Me- Ml gx — 2,83 ()
ter der L.
gz =429
Doppelte Rechnung fiir y:
589 2/—1,21y}11,60=0 | 93 || 303x—0,38y +7,89=0| 9l
091 041 |23 0,71 0,82 —25;
\ —025 4239 —0,05 0,99
26) 066y -+2,80=0| 70. 066y +281=0 | 705 (2
2,80 —12 || v und gy wie links. —12
Y=—qgs w4l o 58 585
gy = 0,66 =[w] =[vv]

(Fortsetzung folgt.)

(2
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