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nung der Teilungen ist es hier moglich, den aus der trigono-
metrischen Berechnung zu entnehmenden Wert log D direkt
verwenden zu kénnen.

Beispiel : Proberechnung :
m m

A 173 o1 = —1° 31" 49" L=+ 1,24 L=+ 133 I + I = 42,57
ER=+_ Ll ER=+_LI11 2ER = +2,22
log D = 3,605,031 + 235 + 2,44 +4,79
—S:=— 2,00 —Si=— 2,00 |-~(S14Sz) = —4,00
4 4885 + 0,44 40,79
AlTd o =+1°31" 13" D tgow = —107,60 | D.tgae=+10690 |D. (m + %) _ 070
a4 a2 = — 36" hi = —107,25 he = +4+107,34 | %.cos’w e
hi 4+ he = 40,09 hi+ h: = 4-0,09

Ziirich, im Juni 1919.

Statik der Luft=Seilbahnen.

W. Leemann.

Von C. Zwicky, Professor an der Eidgen. Technischen Hochschule Ziirich.

(Fortsetzung.)

Damit folgt dann ferner fiir einen beliebigen Zwischenpunkt P,
sowie speziell fiir die Bogenmitte M:

Punkt P M (11)
Abszisse X = X, + Ax X =X, + |
\( Ax 1 !
“ Argument © = 9, +-;— ¢ = 12 (py + 9¢p)
| Neigung pp = S o Py = Cin ¢ :
| Bogenstiick As = a (pp—p,) As = a.(py — Pa) |
| Steigung Ay=2a (Cod 9 — G038 g,) |dy=a (Cod8 v — Co3 9,)

h h
Seildurchhang p = ik Ax — Ay 2 == e Ay

b) Indirekte Bestimmung der Kettenlinie aus I, h und pa,

Durch die Neigung pa = sin ga sind zundchst auch g
Sodann ergibt sich fiir das un-

&in pa und CGo

8 o) gegeben.

Ax

bekannte Argument ¢g mittelst der Neigung p der Sehne A B:
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Lh a. (@Dg ©p — Go8 'TCA) Co3 ©B— Go8 Pa (12)
PT 0T aGe—m) T __eem—on P
Hieraus folgt dann:
Co8 vp — p.pp = €08 oA — p.oa (13)

d. h. das Argument og ist so zu bestimmen, dafl der Funktions-
wert Fg = Co8 o5 — p . mit dem durch pa festgelegten Wert
Fa iibereinstimmt.

Zur Orientierung {iber die ungefahre Grofie von zg kdnnen
nun folgende zwei Ueberlegungen benutzt werden:

Bei relativ kleinem Seildurchhang z weicht die Form der
Kettenlinie nur wenig ab von derjenigen der Parabel fiir die
gleichen Daten /, h und pa; daher liefert die Endneigung p's der
letztern Kurve einen guten Ndherungswert fiir die Neigung pg der
Kettenlinie. Man erhdlt daher:

PB = 2p — pa und vy = Ur Sin p'p.
Da ferner das Seilstiick MB steiler und folglich langer und

schwerer ist als das Seilstick AM, so schneiden sich bei der
Kettenlinie die Endtangenten t, und tg in einem Punkte U mit

xy >xx+ 75 s0 dafl man setzen kann: xy = xa + o tu

Damit ergibt sich aus dem Linienzug A UB fiir die Steigung h

l {
h=<*2+u).p,\+(2 —u).pg

Anderseits gilt bei der Parabel aus ATB in Fig. 23:

z [
h=72',pA+7éﬂ-pB

Hieraus folgt dann:
[
h—h=0=u.ps + o (pg — p'B) — u.pg, also

‘ u L ps — p's (14)
Pe=ps T 2.7 . (ps — pa) und u = 2 ps — pa

Die Endneigung pg der Kettenlinie ist somit etwas grofler
als diejenige bei der Parabel; demgemdfl mufl dann auch sein:
B > ¢'B.

Wir wihlen nun fiir das Argument ¢ einige rundzahlige
Werte, deren Minimalwert ungefahr mit ¢‘g tibereinstimmt. Die
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zugehorigen Funktionswerte €o8 ¢ konnen dann direkt aus der
Tafel der Hyperbelfunktionen abgelesen werden. Damit berechnen
wir die Ausdriicke: F = Go8 » — p.», woraus dann =g als
dasjenige Argument gefunden wird, fiir welches Fg = F, wird.
Hiemit ist nun die Aufgabe auf das unter a) beschriebene Problem
zuriickgefiihrt.

Nach dem gleichen Verfahren konnte natiirlich auch =, ge-
funden werden, wenn pg statt py gegeben wire.

Wenn endlich statt h oder / die Bogenldnge s gegeben wiire,

S 5
so daf} dann ; =4 oder"h' = r bekannt wire, so wiirde man

analog erhalten:
Sin vp — Sin @4 . .

qQ =" 15;— c.o; —, also Ginyg — q.vp = Gingy — q.0oa
Sinppg — Sine,

~ o3 v — Co8 0y’

r » Sinop —1.C080p =0Cingy —r.Co80p,
V.
Anwendungen der Kettenlinien-Seilkurven.

1. Ueber Interpolationsrechnungen.

Beim numerischen Rechnen mit den Hyperbelfunktionen
sind je nach den dabei beniitzten Tabellen (Hiitte oder Ligowski)
fiir die Interpolationen verschiedene Methoden anzuwenden. Hier-
iiber soll im nachfolgenden ein kurzer Ueberblick geboten werden:

a) Allgemeines. Bei einer stetigen, im iibrigen aber ganz
beliebigen Funktion y =f (x) seien fiir die n + 1, der Grofle
nach geordneten Argumentswerte X,, X,, ... X, die Funktions-
werte yo, y, ... Yo gegeben. Alsdann gibt es eine ganze Funk-
tion nten Grades z = g (x), bei welcher fiir die obigen n + 1
Argumentswerte x; die Werte z; mit den entsprechenden Werten
yi vollstdndig iibereinstimmen; daher werden im ganzen Bereich
Xo < X < X, die Unterschiede y — z um so kleiner ausfallen, je
grofler einerseits die Zahl n und je kleiner anderseits das Intervall
Xn — Xo i8t, so dafl dann z an Stelle von y gesetzt werden kann.

Schreibt man nun zur Abkiirzung

?(X) = (x—1%). (x—X,). (X—%)..... (X—Xa)
so gilt nach der Interpolationsformel von Lagrange:

i=T] i [} x
T y 2 ()

‘ i=o0 (Xi — XU) (Xl:Xl) - (Xi :'_;(i—l) " (Xi ~—-X;+1) . (Xi —Xn) X—Xj
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b) Parabolische Interpolation. Speziell fiir n = 2 wird
z =g (x) eine ganze Funktion 2. Grades von x und ihr graphischer
Ausdruck ist eine Parabel mit vertikaler Achse. Deren Gleichung
hat die Form:
pix) =o' Tf T v.%
welche mit x = x, + A x tibergefithrt werden kann in
gist = & *F h.Ax F 4.4% (15)

Es sei nun noch speziell: x, — x, = X, — X, = a. Alsdann
bilden wir aus den drei Funktionswerten z,, zi2 und z,, welche
mit den gegebenen Werten y,, y, und y, von f(x) identisch sind,
die Differenzen

Yi —YO=D1H Yo — V4 :Dl und Dl _Dn e dn = 2 4.

Damit erhdlt man beziiglich der ganzen Funktion z = g (x) fiir
alle moglichen Werte von x = x, + A x:
Ax "A x\e
g =y, + (D, —d). -+ a.(a) -
Bei der tatsdchlich vorliegenden Funktion y = f(x) sei allgemein
Xiz1 — X; = a = konstant, wdhrend die Diiferenzen D; .,
— D;=d; unter sich nur kleine Unterschiede aufweisen, was in
der Regel bei relativ kleinen Betrdgen von a der Fall sein wird.
Unter diesen Voraussetzungen wird dann fiir x, < x < x,, d. h.
fiir o << A x < 2a, die Funktion y = f (x) hinreichend mit z = g (x)
iibereinstimmen, so da man nun auch setzen kann:
Ax ‘A x\? (16)
¥ = %, I (Do—o‘).“;* 55 6.(7) :
Ist statt des Argumentes x = x, + Ax der Funktionswert
y =y, T Ay gegeben, so erhidlt man fiir das erstere aus (16)
— falls ¢ eine relativ kleine Grofie darstellt:

Ax Ay 0 ( Aﬂymy (17)

N 3
a D,— o D, —o

Setzt man nun ferner: x* — x, = x" — x'=x

;
I
I

a
. und auflerdem: y‘—y, = Ay, y'—y' = Ay, y"—y" =

Ay" ..., dann erhdlt man fiir die Bestimmung von y', y*, y*...:
1 0
Y=Y =AYy = (Dy—0). -+

= | (18)
Ay'— Ay, = Ay"—Ay' = ... = A2y = 2, h2
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¢) Lineare Interpolation. Wenn sich unter b) speziell ergibt:
D, = D, = D, was bei hinreichend kleinem Argumentsintervall a
in der Regel der Fall sein wird, dann wird d, = o und damit
auch ¢ = o und v = o.

Damit gehen die Gleichungen 15) bis 18) iiber in:

L Ax Ax Ay
g(x) =a + B.Ax; y=y, + D. <0 a4 D
S (19)
Ay, = Ay = Ay = .... = Ay = o
d) Beispiel. Aus den sechsstelligen Logarithmen der Zahlen
X, = 800, x, =510, x, = 520 und x; = 530, wobei d, = — 167
und d, = — 160 wird, erhdlt man fiir y = log 505, also zu
Ax 5
22 2y
a 10 .
direkt aus der Logarithmentafel: y = 2.703291
durch parabolische Interpolation (nach 16): y* = 2.703291
, lineare 5 » 19 y** = 2.703273

y* ist somit genau richtig, wahrend y** um 18.10—° zu klein ist.

2. Berechnung von z5und gg nach der ,Hiitte*,
Fiir die Kettenlinie No. 1 ist gegeben: pa = 0,20 = Sin g,;
hiezu gehort bei der Parabel die Endneigung: p’s = 0,60 =
Sin ©’B.
Nun ist nach den Tabellen der Hiitte (I. Abteilung, Seite 30
bis 31):

Argument |y = Cino =pp y = CGos ¢ y=F=Co08¢p_p.p :(r
. No. T ‘ |
¢ Py y | D y D | ‘
; - | =
0.19 0.1911 1.0181 ;
' 102 20 !
A 0.20 | 0.2013 1.0201 !
102 20 !
0.21 0.2115 1.0221
056 |0.224 | 0.5897 1.1609 0.9369
117 60 20
B | 057 0228 06014 1.1669 09389
| 117 61 21
0.58 0.232 | 0.6131 1.1730 0.9410

l | o
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Aus pax = 0,20 und p‘s = 0,60 folgt nach obiger Tabelle:
0,19 < o4 <0,20 und 0,56 < »'g < 0,57.
Bei allen drei Funktionen y sind die Differenzen D jeweils ganz

oder nahezu gleich grofi; somit kann iiberall linear interpoliert
werden. Hiemit erhdlt man nun:

= ‘i‘é—y _019+£ 0,01 = 0.1987 =
PA — Do D 102 * - V. — %A

608 pa =1y, +D. A— =1,0181 +0,0020 . 0,87 = 1.0198 = Gos pa

Fa== 608 pa— p . o= 1,0198 — 0,0795 = 0.9403 = F, = Fj

o=, + A—DF— .a =057 + g4032—1 %9 0,01 = 05767 = ¢
ps = &in g = 0.6092 und Co8 o = 1.1710.

3. Berechnung von g5 und ¢gg nach Ligowski.

Diese Tafeln geben die Funktionswerte &in¢ und Go3 ¢
mit dem gleichen Arguments-Intervall a = 0,01 auf sechs Dezi-
malstellen genau an.

| y=@inw=pp y=606o03¢9 y=F=@0§<p—-p.tp‘
No.| ¢ , ;
! y I d y D |d y D ) d
| !
0.19]0.191 145 | 1.018104! |
10191 | | 1963
0.20[0.201 336‘ |20 |1.020067 101
A 10211 | 2064 |
0.21[0.211 547 | 21 [1.022131) 103
110232 2167 |
0.220.221 779 | ~ |1.024 298 |
0.57 [0.601 371 1.166 896 - 10938896
11 699 6072 | 12072 |
0.58[0.613 070 62 [1.172 968 | 118]0.940 968 118;
B 11761 | 6190 | 2190 |
0.59 | 0.624 831 62 [1.179 158 | 117[0.943 158 | 17}
11823 - 6307 12307 E
| 0.60 | 0.636 654 1.185 465 0.945 465 l

Hier sind nun die Differenzen D ziemlich verschieden, da-
gegen deren Unterschiede d nahezu gleich grofi; daher muf
parabolisch interpoliert werden:
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A:
Ay = y—y, = 0,20—0,191 145 = 8855;
D,—¢& = 10191 —12 .20 = 10181;

A 3

! :
D3 — 0869765 5

= 0.00074.
s = 0.198 690.

= 0.000982 0 [ Ay
—0 53 Dﬂ_a) _

101
Co8 vo = 1.018 104 + (1963—"'/2 . 101) . 0.8690 -+ 5 0,8690*

= 1.019 804
B:
v, = 0,67; Ay = Fa—Fos = 0,001 432;
D,—¢=10-%,(2072— /2. 118) = 0.002 013;

1432 59 14325 ®
wg = 0,57 + 92013 . 0,01 ~ 5013 ('2013) - 0,01 =0,576 965 =123
pg= Gin pg = 0,609513 und  Co3 g = 1.171 113.
Rechenprobe: Fg= €08 vg —p . ¢ = 0.940 327 = F,.

M:
om = 2 (wa T o) = 0,387 828; pn = 0,397 594;

4. Vollstdndige Berechnung der Kettenlinie No. 1.

Nach Ermittlung der Argumente ¢ und der Funktionen
Sin v, Co8 o fiir die Punkte A, B und M handelt es sich nun
noch darum, die Konstante a, die Bogenlinge s und den Seil-
durchhang z fiir M zu berechnen, wobei die Mitbestimmung
der Steigung h eine Rechenprobe liefert.

In der nachfolgenden Tabelle sind die diesbeziiglichen Be-
rechnungen einerseits mit den Ergebnissen unter 2. und ander-
seits mit denjenigen unter 3. durchgefiihrt. Daraus ergibt sich

dann noch beziiglich der Bogenlingen AM und MB, sowie
hinsichtlich der Lage des Schnittpunktes U der Endtangenten
tA und tB:

AM: MB = (pu—pa): (pg—pm) = 1:1,0725
P8 —P’B 9513

[
u = 2 * o — D = 400.409513 also u = 9,29 m.
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Beziiglich der Genauigkeit der Resultate erkennt man: ein

s h Ay .
Fehler von + 1.10—* in 3 _a_ und e hat einen Fehler von

0,212 m bei s, h und z zur Folge, wenn die Tabellen der Hiitte
beniitzt werden. Nach Ligowski sind dagegen s, h und z nur
mit einem Fehler von 0.002 m behaftet.

Hyperbelfunktionen aus: Hiitte Ligowski | i
| Zahlengattung Num. ’ Log. Num. E Log.
| - —
| oA — | 0.1987 0198690
- o3 — | 05767 0.576 965
R
S| T =9g—oy — | 03780  9.57749| 0.378275 | 9.577 808
=
S ! m | 800.00 | 2.90 309 2.903 090
l
asdsg m | 2116.4 | 3.32560 | 2116.864 | 3.325282
w | pa=Gingy | — | 02000 0.200 000
8]
2| pp=Cinyg — | 0.6092 0.609 513
T s | |
& a~Po—Pa |~ 04092 | 9.61194 | 0.409 513 | 9.612 268
h r
a h=a. | m| 866.04 203754 | 866.064 | 2937550
| 603 9, | rows 1.019 804
=
¥ o3 ¢g - — | 1710 1171 113
| &
| &, =Co8py—Cos 'pA| — | 01512 | 9.17955 | 0.151309 | 9.179 865
vy |
E s=—a.- | 320.00 250515 | 319,998 | 2.505 147
'; | |
p =" (sn+op) | — | 03877 0.387 828 |
Py =Sing | — | 0.3975 0.397594 |
\ | !
= | Gos — | 10761 1.076 143
|2 A |
| = ~—Gosp—Gosp, | — | 00563 | 875051 | 0.056339 | 8.750 809
= A |
i | ay=a.”  m | 1195 | 207611 | 119.149 | 2076091 |
/@ [ .
h | t
| & = m | 160.00 © 159.999 |
’ h |
l B == e Ay m 40.85 40.850 I
— L
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o. Rkechnungsergebnisse fiir die Kettenlinien

No. 1, 2 und 3.

i! Neigungen Lingen

I ;

I No.| p, Pm Pg s h . z u

%o /o %o m m ' m m

| : l

1 20 39.7594 | 60.9513 | 866.064 = 319.998 & 40.850 9.29

ii 2 25 39.8662 | 55.5311 | 864.102 @ 320.001 . 30.485 6.96

l 3 30 39.9415 | 50.2350 | 862.720 @ 320.001 ; 20.221 464
: | N

|
i

Gegentiber den Parabeln mit den gleichen Betrigen der Nei-
gung pa sind somit bei den Kettenlinien die Funktionen psg,
s und z etwas grofler, dagegen pw etwas kleiner.
(Fortsetzung folgt.)
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