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6 Dle Ausgleichung der Fehler im Polygonzuge.

Vi \‘\ Von W. Leemann, Kdntulhgunnet(r in Frauenfeld.

Die strenge, wissenschaftliche Ausgleichung der IFehler im
Polygonzuge fordert verhiiltnismifig bedeutend mehr Rechenarbeit
als z. B. die Einschaltung cinzelner trigonometrischer Punkte. Es
riihrt dies daher, dall im Polygonzug gleichzeitig Winkel- und
Liangenmessungsfehler auszugleichen sind, wihrend bei der trigono-
metrischen Punktbestimmung, abgesehen von ganz aufierordentlichen
Fillen, nur Winkelfehler in Betracht fallen. Die grofie Rechen-
arbeit, welche die Anwendung der Methode d. kl. Quadrate auf
die Berechnung des Polygonzuges verursacht, bildete deun auch,
vereint, mit der Tatsache, dafy das cinfache, heute allerorts iibliche
Ausgleichungsverfahren in der Mehrzahl der Fiille geniigt, einen
Umstand, welcher dem streng wissenschaftlichen Verfahren den Eingang
in die Praxis erschwerte. An dieser Stelle mag es interessieren,
was hieriiber in ,,Gaub, die trig.- und polygonometrischen Rech-
nungen in der FeldmeBkunst“ in Kapitel 6 gesagt ist: ,Die Ver-
teilung der Fehler fy und fr miiite, wenn sie streng wissenschaft-
lich geschehen sollte, in Verbindung mit der Verteilung des Winkel-
fehlers /,o nach der Mecthode d. kl. Quadrate erfolgen.  Wenn
lrgend\w filhrte dies aber bei den polyg. Rechnungen im engern
Sinne viel zu weit und wiire dabei nicht einmal immer von zweifellos
gutem Erfolge. Es handelt sich hierbei um die Verbindung von



—. 122 —

ungleichartigen Grissen — Wionkeln und Léingen, — iiber deren
verschiedene Genauigkeit Hypothesen aufgestellt werden miifiten,
die schwerlich allgemeine Giiltigkeit héatten. Denn nicht allein
konnen je nach der Beschaffenheit des Gelindes die Winkel-
messungen unter sich und die Streckenmessungen unter sich von.
‘verschicdener (ienauigkeit sein, sondern e¢s kann auch in dem
einen (relinde die Winkelmessung cine vergleichsweise hdhere
Genauigkeit darbieten, als die Streckenmessung, wihrend in dem
andern Gelinde das umgekehrte Verhiltnis stattfindet, ganz abge-
sehen von den Einfliissen der Witterung, dic das Verhidltnis ver-
schieben, sowie davon, dafi bei der Streckenmessung zugleich die
Art der Handhabung der Mefigeritte von erheblichem Einfluff ist.
Auflerdem kénnen die” in fy und fz mitenthaltenen Netzfehler nicht
von den polyg. Fehlern getrennt werden, wodurch es vollends
unmoglich wird, eine richtige Grundlage fiir die Gesamtausgleichung
aller Fehler zu gewinnen.* o
~ Das allgemein iibliche primitive Ausgleichungsverfahren,
“welches wohl an Einfachheit nichts zu wiinschen iibrig lafsit, aber
strenger wissenschaftlicher Begriindung entbehrt, vermag jedoch
den feinfiihligeren Geometer nicht zu befriedigen, sondern es
empfindet derselbe das Bediirfnis nach einem rationelleren Aus-
gleichungsverfahren, einem Verfahren, welches einerseits anf wissen-
schaftlicher Basis aufgebaut, anderseits praktisch anwendbar ist.
Diesem Bediirfnis, welches schon lange bhestanden haben mag,
sind eine ganze Reihe von Néherungsverfahren entsprungen, Ein
solches Niherungsverfahren ist denn auch das im nachfolgenden
entwickelte, welchem sowohl der Vorzug der Kinfachheit, als auch
derjenige der Wissenschaftlichkeit zukemmen dirfte. Der Grund-
gedanke, welcher diesem Ausgleichungsverfahren zugrunde liegt, ist
im gleichen Kapitel 6 des ecingangs erwidhnten Werkes enthalten,
wo es heifit: ,,7. Will man bei der Verteilung der Fehler fy und
7z moglichst scharf verfabren, so wird man in Beriicksichtigung
der Verschiedenartigkeit der Fehler / und ¢ (/ = Lingenfehler,
¢ = Querverschiebung) die Verbesserungen der Az und-dy so
bestimmen miissen, dafl der Lingsfehler ! vorzugsweise durch die
Andemng der Strecken, der Querfehler ¢ vorzugsweise durch die
Anderung der Brechungswinkel des Polygonzuges vernichtet wird.
»Die Fehler der Streckenmessung werden nicht samtlich als
rein zufillige, sondern zum Teil als konstante Iehler anzusehen
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sein, " die meistens im gleichen Sinne wirken und den Strecken
proportional sind. Urgekehrt ist es mit der Winkelmessung; hier
konnen konstante Fehler zwar auch vorkommen, im grofien und
ganzen mufl aber vorausgesetzt werden, daB die Fehler teils positiv,
teils negativ auftreten. Diese Verschiedenartigkeit wird bei der
Fehlerverteilung nicht unberiicksichtigt hleiben diirfen.* '

Was die konstanten Léngenfehler bei den Polygonziigen
anbetrifft, mufl jedoch der Vollstindigkeit wegen noch bemerkt
werden, dafi z. B. bei neueren Stidtevermessungen, welche erhohte
Prizision crheischen, jene aus emer grofiern Zahl von Ziigen von
Anfang an ermittelt werden und sodann in gleicher Waise, wie die
Lattenfehler und die Reduktion aut den Meeresspiegel, im ganzen
Polygonnetz Beriicksichtigung finden.  Auf diese . Weise konnen
~dann die konstanten Lingenfehler als climiniert Letrachtet werden
und es hiitte in solchen speziellen Fillen ein Ausgleichungsverfahren,
ebenso, wie bei den Winkeln, auch bei den Seiten auf konstante
Fehler keine Riicksicht zu nehmen. In den weitaus meisten Fillen
werden aber die bezeichneten Vorsichtsmatiregeln nicht getroffen
und es evscheint daher als vollkommen gerechtfertigt, bei einem
Ausgleichungsverfahren, wie das im folgenden behandelte, welches
allgemeine Giiltigkeit besitzen soll, die konstanten Liingenfehler
in Betracht zu zichen.

Ausglelchung des Polygonzuges mit Trennung von Winkel-
und Seitenausgleichung.

Der im folgenden ecntwickelten ‘Theoric liegen 3 Haupt-
Bedingungen zu Grunde:

1. Die Ausgleichung der Winkel und Seiten ist getrennt
durchzufithren.

2. Die Ausgleichung der Polygonwinkel hat den Azimutal-
widerspruch, sowic die Querverschicbung des Zuges zum Ver-
schwinden zu bringen und die chlerquadratsumme [v, v, | soll cin
Minimum sein.

3. Die Ausgleichung der Polygonseiten hat lediglich den
Langenfehler zum Verschwinden zu bringen und es soll [p v, v,] ecin
Minimum sein.
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Die gebrauchten Buchstaben haben folgende: Bedeutungen:
Verbesserungen : . i

; ]
Winkel : Oy Up Uy oo Gy Vg Vut UyzessUin !
Azimute Zr Ry 2y ... 2y Uy Uy ‘lf‘-.;'-:-'l’.,,. ;
Seiten : By By Sypoaen 8 Ter e PayeesUis -
Ordinaten- ¥

unterschiede: dy; .’]f/g _’jl/_:;.. .Jf/,, ; Cyp Uy Uyy... U, vou den Winkelverhesser-
) ) S ' : " ungen herrilhrend
e o, 4. qrf vom den Seitenverhesser-
Uyt Uyz Cyzen Uy ungen herrilhrend
Abscissen- _ L
unterschiede: Az, dxoAduy.. dx, | v, U Upg...0,, von dpn Winkelvorbesser-
[ ungeu herrlhrend -
i a g 41 von ~den Seitemverbessev-
. - | Gt Uy Uigeo . Ui ungen herrilhrend

v 3 ‘ il
L _ . vor der Winkelausgleichung  fy, fx
Roordinatenwiderspriiche j ¥

[ nach 9 Sy f-’U:
Azimutalwiderspruch == Wy ‘ durch Verbegsern der Winkel
Querverschiebung (linear) == w» | zu beseitigen

Lingenfehler des Zuges fs° — ,f/j}/'z +f2”  dureh Verbessern def

Seiten zu beseitigen
a) Winkelausgleichung.

Bestimmung der Koeffizienten a und b der Fehlergleichungen :
ty Vo + a0y vy + @y vy... a, v, + 16; = 0
bo vo + by vy + by vy ... b, v, +wy = 0
Die Koeffizienten a sind alle gleich 1. '
Die Koeffizienten b ergeben sich aus folgendem :

73
T
!
i
1
]
]
1
1
1

2

Jede Verbesserung der cinzelnen Polygonwinkel bewirkt
eine Drehung des Zugarmes, welcher vom betreffenden Polvgoni-
punkt bis zum Punkte B’ reicht. Eine Verbesserung, welche wir
z. B. am Winkel @, anbringen, bewirkt eine Drehung des Zugarmes
2 bis B.  Die Bewegung, welche dabei der Punkt B° macht,
ist B'— B”. Diesce Verschiecbung B — B” entspriciit einer Querver-
schicbung des ganzen Polygonzuges von B’ bis B”. B —-B™ it



aber gleich (B*—B”) cos . Der Winkel u ist auch der Neigungs-
winkel der Geraden 2--B" mit der Richtung A—B. Die Querver-
schiebung (B’—B”’), welche durch v, hervorgerufen wird, berechnet
sich nun einfach :

Es 1st B —B"” = (B"—B"”) cos n
BB = (2R Rﬁ—-

\

1 T ; A : 5 Ugz
somit BB = (2 —1)cos u 0.
Nun st also (2—B') cos n = C—-D =
i s , re “"’2 7'2
Dann st B—B" =, = - - Uy
0 0
. . 12
Der Koeffizient 5, st also gleich
Q0
N\
f‘[
und analog 6, —
()
7
! II” — ,
0
ferner ist 0, - = 0

Alle Koeffizienten 4 haben positives Vorzeichen.

Die Strecken #, i, 75 ... werden am einfachsten aut gra-
JIIIIS( hem Wege crmittelt, indem man den vorliufig blind gerech-
neten Zug ins Polygonretz einzeichnet und dic Polygonpunkte

1, 2, 3., auf die Seite 4B projiziert. Desgleichen wird die
Querverschiebung w, = B'— D des vorliutig blind gerechneten

Polygonzuges am einfachsten und mit geniigender Schirfe graphisch
erhalten, indem man die Koordinatenwiderspriiche in vergrofiertem
Mafistabe im Polygonnetz auftrigr.  (Siehe Figur.) )
& Die l;eruchnunw der v, gesclneht nun in bekannter Wn}.isi(je
mf Hiilfe von Korrelaten.  Die Korrelaten-Gleichungen lauten:
laa| K, + [ab] K, + w0, o D
Iab] K: + |bb] Ko 4 s 0 '

woraus sich die ]\1 und K, nach folgenden Formeln berechnen :

e o] v — ]
YT Jaal [B] — [«b] |ab]
% laa] w. — |ab] w,

! "~ aa] [bb] -— [ab] |ab]|
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und hierauf die v, : :
T Va = typ K1 + by K,
S v PN IR Vo == 3 K; -+ b, K,
Vo = ay K, + b K,

Denkt man sich nun diese Winkelverbesscrungen v, an den

Polygonwinkeln angebracht, die verbesserten Azimute neu gebildet

und mit diesen die Koordinaten-Unterschiede wieder gerechnet, so

erhilt man fiir den Endpunkt des Polygonzuges Koordinatenwerte, »

welche einem Punkt der Geraden 4B entsprechen, dafy eine Quer-
verschiebung somit - nicht mechr vorhanden ist. Eine wiederholte i
Berechnung des Polygonzuges auf Grund der verbesserten Polygon-
winkel ist aber nicht notwendig, weil die Anderungen der Koordi-
naten-Unterschiede direkt aus den Azimutinderungen abgeleitet
werden konnen. Fs ist namlich :

:‘/15171 dt/l
Uy = = Uy 3 Vyeg = —— Vo
Y 0
¥
Ax, 2y,
Uyp =— V.1 ) Uy = - U1
0 0
{ v, I. und IV.

Das Vorzeichen von 1 ist 1m | UL und IV Quadranten

gléich “n II. und IIL. Qlladrantell entgegengesetzt demjenigen
L) I. und II. {von »..

J ;  . b) Seitenausgleichung.

(A

Figt man die algebraische Summe dieser Verbesserungen
v, und v, den Koordinaten-Widerspriichen fy und fr bei, so
verbleiben noch weitere Koordinaten - Widerspriiche fy’ und fx'".
welche als von konstanten Lingenfehlern in den Polyvgonseiten
herrithrend aufzufassen sind. Es ist also

vy = fy + [v,] NB. Es ist klar, dat

) 5 = fr + [v.] | der Léngenfehler vor und

' nach  Beseitigung der

Aus fy" und fx' berechnet sich Querverschiebungund des

: : Azimutalwiderspruchsein
fsa — fyl? ) + jzr,? o i - g
j verschiedener ist.
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Dieses fs” wird zum Verschwinden gebracht durch Verbesse-
rung der Polygonseiten proportional ihrer Linge, oder -einfacher
durch entsprechende zweitmalige Verbesserung der Koordinaten-
unterschiede. Diese Verbesserungen, mit v,» und v,» bezeichnet,
werden erhalten aus:

ML und IV,

P £ 4 ' bt e S I

v, = Ay | Hiebei haben die | p I | 1I. und IIT.
. ' 2 { I wnd I Qua-’

e s i Quadranten gleiches, im | L. und TV, drnnten

AB entgegengesetztes Vorzeichen wie fs-.

Fiigt man nun zu den Koordinaten-Unterschieden Ay unﬁ
_fz die Verbesserungen v, 4 v, und v, 4 v, , so crhilt man
dic endgiiltig verbesserten Koordinaten-Unterschiede, welche zu
den gesuchten Koordinaten der Polygonpunkte fiihren. '

Die zweitmaligen Verbesserungen v,” und v,/ wtspmcheu
also ausschlieilich den Seitenverbesserungen v,. Weil diese v,
proportional den Seitenlingen und somit umgekehrt proportionai

den Gewichten p sind, so wird wirklich |p v. v.] zu einem Mlmmum
(Fortsetzung folgt.)

—=DC

7y Tachymetrische Instrumente.
v
Jedes berufliche Interesse ist an die ibm zudicnenden Plak-
tiken und maschinellen Einrichtungen gekniipft; je zweckmiissiger
dieselben sind, desto einfacher gestaltet sich die Arbeitsleistung bei
vermehrter Giite des Produktes. Waer irgend ein (Gewerbe mit
Vorteil betreiben will, wird daher gut tun, sich dicjenigen Hiilfs-
mittel zu verschaffen, welche ihn rasch und sicher zum Ziele
fiihren. Mangelbafte Ausriistung ist eine schlechte Kapitalanlage.
Das gilt ganz besonders auch im Vermessungswesen.  Jedes Ver-
fahren erfordert seine besondere Instrumentation, und solange
diese nicht vollstandig ist, ist auch die Verwendbarkeit desselben
unvollkommen und wenig lohnend. Jede Verbesserung erhoht den
Erfolg. Dies einsehend, tut sich ein reger Eifer kund, sowohl von
seiten der Mechaniker als der Berufsgenossen, stetsfort neuc Kr-
findungen in dic Welt zu setzen, und man wiirde cine reichhaltige

Von F. Bronnimann, Stadtgeometer in Bern,
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