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HO

Einiges über die Methode der kleinsten Quadrate.
0»

v J Von W. L e e m a n n Kantonsgeometer in Frauenfeld.

Die Methode der kleinsten Quadrate wird von den Geometer»
öfters angegriffen, und die Kritik, welche dabei geübt wird, ist
manchmal so ungerecht und läßt direkt auf Mißverständnisse

schließen, daß es mir sowohl im Interesse der erwähnten Methode

selbst, als auch derjenigen Geometer, welche sie noch ungenügend
oder gar nicht kennen, notwendig erscheint, einmal an dieser »Stelle

diejenigen Punkte zu beiühren, die mir geeignet erscheinen,
schädliche Vorurteile und falsche Ansichten zu beseitigen. Im
übrigen ist das Interesse an dem Ausgîeichungsverfahren nach der
Methode der kleinsten Quadrate seit der Einführung dieses Stoffes

in das Unterrichtsprogramm der Geometerschule am Technikum
in Winterthur und seitdem die Anwendung besagter Methode zum

Obligatorium bei Ausführung der praktischen Examenarbeit erklärt
worden ist, so rege geworden, daß einige diesbezügliche Ausführungen

gewiß nur begrüßt werden dürften.

Die Urteile, welche die Gegner über die Anwendung der
Methode der kleinsten Quadrate fällen, lauten kurz folgendermaßen

:

1. Sie ist bei Triangulationen 3. und 4. Ranges unnütz,
besonders datin, wenn die Triangulation 2. Ordnung, an welche

angeschlossen wird, nicht nach derselben Methode ausgeglichen ist,
und weil das gewöhnliche Rechenverfahren für die Praxis genügend

genaue Resultate liefert.
2. Sie ist umständlich, kompliziert, zeitraubend.

3. Sie hat daher große Triangulationskosten zur Folge.

Auf diese Urteile möchte ich folgendes erwidern :

ad 1. Der erste Teil dieses Satzes enthält eine Behauptung,
welche, wörtlich betrachtet, unter keinen Umständen standhalten
kann. Unnütz ist die Methode der kleinsten Quadrate in keinem
einzigen Falle, weil sie stets bessere Resultate liefert als jede
andere Methode. Der zweite Teil muß direkt auf den Kopf
gestellt werden; denn gerade in solchen Fallen, wo die grund-
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legende Triangulation nach primitiver Methode ausgeglichen ist

und somit ungünstige Fehlerverteilung und Fehlerfortpflanzung
leicht eintreten konnten, sich daher die Unsicherheit der Anschluß-

punkte nur zu oft unangenehm stark fühlbar macht, ist die

Einschaltung der Punkte niedrigerer Ordnung nach einem rationelleren

Ausgleichungsverfahren angezeigt.
Die Behauptung, welche im dritten Satzteile gemacht wird,

ist wohl in vielen Fällen richtig. Trotzdem gibt sie mir auch

einiges zu sagen. Wenn man sich mit einem Rechnungsverfahren
darum begnügen wollte, weil es für die Praxis genügend genaue
Resultate liefert, so könnte die Feldmeßkunst gewiß mit derselbeu

Berechtigung noch in vielen andern Punkten abgekürzt werden, die

alle aufzuzählen, hier zu weit führen würde. Nur um bei den

trigonometrischen Arbeiten zu bleiben, mag der Winkelmessung
und der Dreiecksberechnung noch kurze Erwähnung getan werden.

Wenn die Unsicherheit, beziehungsweise eine Verschiebung der

Dreieckspunkte von 5 — 10 cm keinen praktischen Nachteil hat,
warum messe ich dann die Dreieckswinkel mit so großer Sorgfalt
und bediene mich feiner Instrumente und am Ende noch
siebenstelliger Logarithmen? Doch gewiß nicht allein, um die Toleranzen
nicht zu überschreiten, sondern vielmehr deshalb, weil ich wohl
weiß, daß auf diese Weise bessere Uebereinstimmung in der
Dreiecks- und Koordinatenberechnung erhältlich ist, das heißt, weil
die Wahrscheinlichkeit guter Uebereinstimmung größer ist. Wenn
ich aber dieses Bestreben habe, weshalb sollte ich mich nicht einer
Methode bedienen, die mir die bestmögliche
Uebereinstimmung liefert? Aus diesem Grunde erscheint mir die Anwendung

der Methode der kleinsten Quadrate nicht weniger gerechtfertigt,

als die übliche Sorgfalt, welche bei den trigonometrischen
Winkelmessungen und Berechnungen aufgewendet wird.

ad "2. Die hier genannten, wenig lobsprechenden Eigenschaften
der Methode der kleinsten Quadrate, sie sei umständlich, kompliziert
und zeitraubend, die allerdings in beschränktem Maße zugegeben
werden können, lassen sich ebenfalls, am besten wieder in
ähnlicher Weise wie im vorhergehenden, rechtfertigen. Auch die

sorgfältige Winkelmessung, sei es, daß alle möglichen Kombinationen
oder mit Benützung des ganzen Teilkreises gemessen werde, ist
umständlich und zeitraubend, und doch wird sie als Haupterfordernis
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fur eine gute Triangulation allgemein angesehen. Und wird die

trigonometrische Berechnung nicht höchst umständlich und

zeitraubend, wenn bei gewöhnlicher Berechnungsart einmal etwas nicht
recht stimmen will und am Ende nur durch eine Verzweiflungstat
zum „Stimmen" gebracht werden kann? Gerade in solchen Fällen
ist aber das Ausgleichungsverfahren nach der Methode der kleinsten
Quadrate das einzig richtige und zugleich das am raschesten und
reellsten zum Ziele führende Verfahren, welches zu keinen
Gewissensbissen Anlaß gibt.

ad 3. Mögen auch die vielfach überschätzten Mehrarbeiten
nach der Methode der kleinsten Quadrate größere Triangulationskosten

zur Folge haben, so hat das gewiß keine nachteiligen Folgen
in Bezug auf das Vermessungswesen. In der Regel bezahlt der
Staat die Triangulationskosten und wird sie auch bezahlen, wenn
sie sich etwas höher stellen sollten. Jedenfalls können die

Triangulationskosten die Prosperität des Vermessungswesens nicht
beeinflussen. Wie übrigens schon gesagt, werden die Mehrarbeiten
des Ausgleichungsverfahrens vielfach überschätzt. Was einen guten
Teil dieser Mehrarbeit ausmacht, ist die Ungeübtheit, welche die

Geometer jetzt noch besitzen. Ist aber die Methode der kleinsten
Quadrate einmal Gemeingut aller Geometer geworden, wie dies
heute schon z. B. in Preußen der Fall ist, so wird die

Ausgleichungsrechnung in erheblich kürzerer Zeit ausgeführt werden,
zumal die erreichte größere Uebung einige Zwischen-Rechen-Proben
entbehrlich machen und nur die Schlußprobe, welche allfällige
Rechenfehler immer noch aufdeckt, erheischen wird. Bei der

gewöhnlichen trigonometrischen Dreiecks- und Punktrechnung wird
in der Regel keine zuverlässige Rechenprobe gemacht, obschon es

hier ebenfalls angezeigt wäre. Wenn schon die Resultate, welche

aus 2 Dreiecken für die Koordinaten eines Punktes oder die Länge
einer Dreieckseite ordentlich übereinstimmen, so ist damit noch nicht
erwiesen, daß keine Rechenfehler bestehen. Würde hier die Rechnung
einer sichern Kontrolle unterzogen, so wäre dann der Unterschied
in der Rechenarbeit gegenüber der M. d. kl. Q. nicht mehr erheblich.

Betrachtet man die M. d. kl. Q. für sich, so ist es eine

unbestrittene Tatsache, daß sie die beste von den angewandten
Methoden ist. Sie ist wissenschaftlich und schont doch die Resultate

der Praxis, die, so sorgfältig sie auch gemessen wurden, doch
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immer fehlerhaft sind, in vorzüglicher Art. Die Stimme der
Quadrate der Verbesserungen, welche an den fehlerhaften

Messungen anzubringen sind, soll ein Minimum sein. Klingt das nicht
wie eine große Genugtuung, daß z. B. meine Dreieckswinkel, welche

mit allen Vorsichtsmaßregeln gemessen wurden und denen ich das

vollste Zutrauen entgegenbringe, bei der Fehlerverteilung eine-

möglichst kleine Korrektur erhalten sollen. Diese Genugtuung
verschafft einem das noch vielfach übliche Rechenverfahren nicht.
Dort erfährt man nicht einmal, um wie viel sich die teuer erkauften
Dreieckswinkel am Ende geändert haben. Tch bin überzeugt, daß'

mancher Geometer, würde er sicli in dieser Hinsicht Rechenschaft

geben wollen, er arge Enttäuschungen erleben würde ; denn durch
die fortgesetzte Anwendung des einfachen arithmetischen Mittels,
zuerst bei Berechnung der definitiven Seitenlängen und dann der
definitiven Koordinaten, können die Dreieckswinkel verschiedene,
oft entgegengesetzte, oft sich addierende Veränderungen erleiden, und

die Größe dieser Veränderungen ist nur schwer ohne weiteres zu ersehen.

Von der großen Reihe von Vorzügen, welche die M. d. kl. Q.,.
bezw. ihre Anwendung in der praktischen Geometrie besitzt, möchte

ich, um zum Schlüsse überzugehen, nur noch einen erwähnen. Die
bessere Kenntnis von der Fehlerverteilung und Fehlerfortpflanzung,
welche man beim Studium des wissenschaftlichen Aüsgleichungs-
prinzips erhält, hat auch zur direkten Folge, daß man viel rationellere

Netzverbindungen herstellt und einen vorteilhafteren Berechnungsplan

konstruiert, als es ohne diese Kenntnis geschieht und geschehen
muß. Und noch eins : Macht nicht die Triangulation stets den
beliebtesten Teil einer Katastervermessung aus? Ist sie nicht heute
noch beinahe das Einzige, was die Freudigkeit und das Interesse

an einer Vermessungsarbeit wacherhält, heute, wo das Vermessungswesen

angefangen hat, fabrikmäßig betrieben zu w-erden? Doch

gewiß! Die trigonometrische Arbeit verdient daher in erster Linie
gepflegt und der ihr zukommende ideale wie praktische Wert
möglichst erhöht zu werden. Geschieht dies nicht, so stehen wir stille,.
Stillstand aber ist Rückschritt
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