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4. WECHSELWIRKUNGEN ZWISCHEN HALM
UND TREIBZEUG - EIN MATHEMATISCHES
MODELL

4.1 ALLGEMEINES

Im vorangegangen Kapitel 3 haben wir die auf das Schilf wirkenden Belastungen

zusammengesteht, im noch folgenden Teil III werden Festigkeit und
Steifigkeit der Halme besprochen, welche das Schilf den Belastungen entgegensetzt.

Hier geht es nun darum, all diese Größen und Gleichungen (Wind- und

Wasserdruck, Bewegung des Treibzeugs, die noch zu besprechende Verformung

des Halmes) miteinander zu verknüpfen und die daraus resultierenden

Bewegungen zu formulieren (mathematisches Modell). Diese Bewegungen
verursachen zeitlich veränderliche Durchbiegungen «5 (Auslenkungen
gegenüber dem Ruhezustand, vgl. Fig. 4.1.); sind diese Durchbiegungen für jeden
Punkt des Halmes bekannt (Biegelinie), so lassen sich daraus die Verformun-
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Fig. 4.1. Schilfhalm mit den durch die Belastung verursachten Durchbiegungen S(z).
&(z) ist gleich dem Tangens des eingezeichneten Winkels g>.
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gen des Halmes (Krümmung <2>) und aus diesen die Beanspruchungen
(Biegemoment M) ableiten.

Diese Begriffe werden in Teil III, Kapitel 1., definiert und näher erläutert.
Ebenso sind dort die Beziehungen zwischen äußeren Belastungen und den

Durchbiegungen dargesteht. Wir sehen dort in Gleichung (III 1.19), daß das

Biegemoment direkt proportional zur Halmkrümmung & jst. Unter den für
Festigkeitsversuche zutreffenden Voraussetzungen kleiner Verformungen
und näherungsweise über das ganze betrachtete Stück konstanter
Querschnittswerte (Trägheitsmoment /, Elastizitätsmodul E) kann die Krümmung

0 gleich der zweiten Ableitung 8" der Durchbiegung in Richtung der

z-Achse gesetzt werden. Die daraus entstehende Differentialgleichung kann

geschlossen integriert werden, wodurch sich eine einfache Beziehung
zwischen Last und Durchbiegung ergibt.
Betrachten wir den ganzen Halm, so gelten beide Voraussetzungen dazu nicht
mehr: Schon kleine Beanspruchungen führen in den oberen Halmpartien zu

großen Auslenkungen, da der Halm nur an seinem unteren Ende gehalten wird
und im Verhältais zu seinem Durchmesser sehr lang ist. Zur Betrachtung des

ganzen Halmes muß deshalb die exakte Gleichung zur Berechnung der Krümmung

in Verbindung mit (IH 1.19) verwendet werden:

•¦(T^IV--8v# WM <«-»

M
E-J

S

S'

Halmkrümmung [rad/m m"1]

Biegemoment [N-m]
Biegesteifigkeit (vgl. Teil III) [N-m2]
Durchbiegung (Auslenkung) des Halmes in x-Richtung [m]
Erste Ableitung der Durchbiegung nach z Tangens des Drehwinkels)

[-]
Zweite Ableitung der Durchbiegung nach z [nr1]

Daß diese Differentialgleichung nicht mehr geschlossen integrierbar ist,
braucht wohl kaum besonders hervorgehoben zu werden. Die Querschnitte

(E-J verändern sich längs des Halmes sehr stark, der Halm ist unten dick und

besteht aus stark verfestigtem Gewebe, oben dagegen ist er dünn und wenig

verfestigt. Es ist an sich möglich, (41.1) numerisch zu integrieren (wozu noch

das Biegemoment M als Funktion der äußeren Belastung ausgedrückt werden

müßte), dieser Weg wäre jedoch nur bei einem statischen Problem gangbar.
Beim Schilfhalm, der durch dynamische Einflüsse (Wellen, Wind) belastet

wird, sind aber gerade die zeitlichen Veränderungen von Belastung und

Verformung (- Bewegung) charakteristisch. Gleichung (41.1) muß daher noch
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sachten Bewegungen ergänzt werden. Diese Ergänzung liefert das zweite
Newton'sehe Prinzip ("Kraft Masse mal Beschleunigung"). Die Beschleunigung

eines Masseteilchen ist gleich der vohständigen zweiten Ableitung
(Differenzierung) der Bewegung nach der Zeit. Für ein Element, das sich nur in
x-Richtung (entsprechend Ô) bewegt heißt dies

d2-
dt'

x" [m/s2] (41.2)

ax Beschleunigung in ^-Richtung
t Zeit[s]

Dasselbe gilt analog für die y- und z-Richtung. Auch bei den Durchbiegungen

sind noch die beiden anderen Raumdimensionen zu berücksichtigen, denn

bei stärkerer Biegung verschiebt sich ein Element des Halmes nicht nur waagrecht,

sondern auch nach unten. Die y-Dimension kann vernachlässigt werden,

wenn wir, wie bei den Wehentheorien, eine ebene Bewegung voraussetzen

und die x- und z-Achse in dieser Ebene liegen. Diese Voraussetzung ist
dann einigermaßen erfüllt, wenn die Wehen langkämmig sind und sich in der

Windrichtung fortpflanzen und wenn sich innerhalb des betrachteten Zeitraumes

diese Richtungen nicht ändern.

Verknüpft man das für die Situation des Schilfhalmes formulierte, zweite
Newton'sche Prinzip mit der ebenfalls entsprechend umgeformten Gleichung
(41.1), so entsteht ein System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit Ableitungen sowohl nach der Zeit, als auch nach den Raumkoordinaten.
Der enorme Aufwand einer numerischen Integration dieser Gleichungen wäre
mit den heutigen elektronischen Rechenanlagen zu bewältigen. Dies wäre
jedoch nur dann sinnvoll, wenn die benötigten Parameter (Biegesteifigkeit und

spezifische Masse des Halmes in jedem Punkt, Wasser- und Luftwiderstandskoeffizienten

usw.) bei vernünftigem Aufwand mit einer adäquaten Genauigkeit

bestimmt werden könnten. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie aus Kap. 3.

und dem noch folgenden Teil IH hervorgeht.
Aus diesen Gründen, und weil schon die Gleichung (IH 1.19) und damit (41.1)
Modelle auf Grund bestimmter Annahmen sind, erscheint es sinnvoll, den

Schilfhalm mit einem noch weiter abstrahierenden Modell zu beschreiben.

Der Grundgedanke dieses Modells besteht darin, das Kontinuum Schilfhalm
zu diskretisieren, das heißt wir stehen uns den Halm unterteilt in mehrere
prismatische, starre Teilstäbe vor (Fig. 4.2.). Diese Stäbe biegen sich

demnach nicht; Verformungen sind dadurch möglich, daß die Stäbe unter sich

durch "elastische Gelenke" (die man sich als Drehfedern vorstehen kann) ver-
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c,, d2, u 2

Stab -i

Stab 3

Stab 2

Gedachte Drehfeder (Elastisches
Gelenk)

Stab 1

7777777m7T7Tm.

/3 Länge von Stab 3

n% Masse von Stab 3

<j>3 Drehwinkel von Stab 3

C3 Federkonstante von Gelenk 3

d3 Dämpfungskonstante von Gelenk 3

Fig. 4.2. Abstraktion des Schilfhalmes zu einem Modell aus (hier 4) starren Teilstäben,
die durch elastische Gelenke untereinander verbunden sind. Die äußeren Kräfte F. entsprechen

den Belastungen durch Wind, Wellen, Treibzeug usw.

bunden sind.

Der Ausdruck "elastisches Gelenk" bedeutet, daß der Winkel zwischen zwei
Teilstäben direkt proportional dem herrschenden Biegemoment ist, die
gedachte Drehfeder ist also dann entspannt, wenn die beiden Teilstäbe in einer
Linie liegen.
Da die Verformungen ziemlich rasch entstehen und sich verändern, ist die dabei

entstehende innere Reibung nicht zu vernachlässigen. Sie äußert sich als

Dämpfungsmoment in den Gelenken. Mangels weiterer Grundlagen wird
auch hier ein linearer Ansatz verwendet, der die Reibungsphänomene bei
nicht zu großer Geschwindigkeit in der Regel zutreffend erfaßt. Das

Dämpfungsmoment ist daher direkt proportional zur Geschwindigkeit Acp^ der

Winkeländerung zwischen den betreffenden Teilstäben, die Richtung ist

entgegengesetzt der Winkelgeschwindigkeit.
Im /'-ten Gelenk (zwischen dem [Mj-sten und dem i-ten Teilstab) wirkt als

totales Moment die Summe des elastischen (Biegemoment) und des

Dämpfungsmomentes:
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M.

M.
C;

d.

Alpi
A<pr

Ct ¦ *<Pi + «4,- • A<f>: [N-m] (41.3)

Totales Moment im i-ten Gelenk [N-m]
Proportionalitätsfaktor für das (elastische) Biegemoment
("Federkonstante") [N-m/rad]
Proportionalitätsfaktor für das Dämpfungsmoment ("Dämpfungskonstante")

[N-m-s/rad]
Winkel zwischen den beiden Teilstäben [rad]
Änderung des Winkels -4<p( pro Zeiteinheit [rad/s]

Die "Federkonstanten" c; dieses Modells entsprechen der (kontinuierlichen)
Biegesteifigkeit des Halmes, der Winkel A(pt entspricht dem Produkt von
mittlerer Halmkrümmung und dem Abstand von Mitte zu Mitte der beiden an
das betreffende Gelenk anschließenden Teilstäbe i und i-1 (Fig. 4.3.), bzw.:

®„

*_.

j__B_
1/2 (/,,, + /,)

[rad/m] (41.4)

';. «Vi

Mittlere Krümmung des dem i-ten Gelenk entsprechenden
Halmstücks [rad/m]
Länge des i-ten bzw. (i'-l)-sten Teilstab [m]

Da sich nach der schon erwähnten Annahme ahe Bewegung in der x-z-Ebene

abspielen, kann die Lage jedes Stabes durch eine einzige Größe eindeutig
definiert werden (1 Freiheitsgrad pro Stab): Nehmen wir an, i-1 Stäbe seien in
ihrer Lage festgelegt, so kann sich der /-te Stab nur um sein unteres (das /-te)
Gelenk drehen. Es ist deshalb naheliegend, als Lagekoordinate für die Teilstä-

Ge lenk 1+1

—-£ Tei Is tab i

~U±?y

Gelenk i
^1.

2 l

'& S' -1

/l îilstab i-1

Gelenk i-1 <

C<P

Halm

Fig. 4.3. Beziehung zwischen dem Winkel zweier Teilstäbe und der mittleren Krümmung
des entsprechenden Halmstücks.
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be diesen Drehwinkel <p zu wählen, bezogen auf die z-Achse und positiv im

Uhrzeigersinn.
In den folgenden Kapiteln wird zunächst das System der Bewegungsdifferentialgleichungen

für dieses Mehrstäbemodell hergeleitet, anschließend wird
der Zusammenhang zwischen den Halmeigenschaften (Steifigkeit usw.) und

den Modellparametern ("Federkonstanten" usw.) hergesteht.
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4.2 FORMULIERUNG DES MATHEMATISCHEN MODELLS

4.2.1. Bewegungsgleichungen des Mehrstäbemodells

Die Bewegungsgleichungen eines mehrgliedrigen Systems werden am
einfachsten mit Hilfe der Gleichungen von Lagrange (*1726 fl813) hergeleitet
(vgl. Zeegler 1966 oder D^ankert 1977 u.a.). Diese Gleichungen sind eine

Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit, welches besagt, daß bei einem

virtuellen (d.h. gedachten) Verschiebungszustand die Summe der von den

äußeren, den inneren und den Trägheitskräften geleisteten Arbeit gleich 0 ist. Ist
das System durch genau so viele Lagekoordinaten q beschrieben, wie es

Freiheitsgrade hat, so kann die inkrementale Veränderung ("unendlich kleine"
Zunahme S q) jeder einzelnen Lagekoordinate (wobei die übrigen konstant

bleiben) als virtueller Verschiebungszustand im obigen Sinne aufgefaßt werden.

Dies ist der Fall bei dem im vorigen Kapitel vorgestellten Mehrstäbemodell

mit n Stäben, wenn die Drehwinkel der einzelnen Stäbe als Lagekoordinaten

gewählt werden. Formuliert man das Prinzip der virtuellen Arbeiten
für dieses Modell, indem man zur inkrementalen Veränderung jedes
Stabdrehwinkels die entsprechenden Arbeiten der genannten Kräfte summiert und

gleich 0 setzt, erhält man n Anzahl Stäbe) Bewegungsdifferentialgleichungen.

Eine inkrementale Veränderung der /-ten Lagekoordinate c7((in unserem
Modell: Drehwinkel <pt) heißt kurz /-te Elementarverschiebung. Die
virtuelle Arbeit der Trägheitskräfte wird in den Lagrange'schen Gleichungen
als Funktion der kinetischen Energie des Systems im allgemeinen Bewegungszustand

(d.h. wenn sich alle Lagekoordinaten qt mit der "verallgemeinerten
Geschwindigkeit" q,' verändern) ausgedrückt, und zwar getrennt für jede
einzelne Lagekoordinate <?,-(linke Seite der Gleichung 42.1). Der Ausdruck

"verallgemeinerte Geschwindigkeit" bezeichnet die Tatsache, daß es sich hier

um effektive Geschwindigkeiten [m/s] oder Winkelgeschwindigkeiten [rad/s]
handeln kann, je nachdem ob die entsprechende Lagekoordinate eine Strecke

oder ein Winkel ist. Die Gleichungen von Lagrange lauten somit:

d dT dT 5At
ß, > J=l...w (42.1)

dt dq- dqt 8qt

T Kinetische Energie des Systems im allgemeinen Bewegungszustand
qt f'-teLagekoordinate
q,' i-te verallgemeinerte Geschwindigkeit (Ableitung von q-t nach der

Zeit)
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5 A; Virtuelle Arbeit aller inneren und äußeren Kräfte bei einer Elemen¬
tarverschiebung 5qt

ß,- i-te verallgemeinerte Kraft

Die i-te verallgemeinerte Kraft ist der Quotient aus der virtuellen Arbeit
aller inneren und äußeren Kräfte bei einer Elementarverschiebung 8 q{ und hat
die Dimension einer Kraft, wenn qt eine Strecke, und die Dimension eines

Momentes, wenn q, ein Winkel ist.

In unserem Modell sind die Winkel (p zwischen der z-Achse und der Stabachse

die Lagekoordinaten. In dem mit der obigen Gleichung definierten
Gleichungssystem kann deshalb einfach qt durch <p( und q,' durch <p- ersetzt
werden.
Die kinetische Energie jedes Teilstabes setzt sich zusammen aus der

Translationsenergie TT und der Rotationsenergie TR. Bezeichnet vsi die (vekto-
rielle) Geschwindigkeit des Schwerpunktes S{ des i-ten Teilstabes und vsi
deren Betrag, so wird die Translationsenergie dieses Teilstabes

TT! =l/2mrvs? [kg-m2/s2 N-m J] (42.2)

und die Rotationsenergie

Tr, IM*-Ü2 y-^%'2 K (42-3)

Isi Massenträgheitsmoment des i-ten Teilstabes bezüglich des Schwer¬

punktes [kg-m2]

mi Masse des i-ten Teilstabes [kg]
/; Länge des i-ten Teilstabes [m]

Die Rotationsenergie ist in (42.3) bereits als Funktion der (Ableitung der)
Lagekoordinaten ausgedrückt. Dagegen muß die Geschwindigkeit des Schwerpunktes

für (42.3) entsprechend berechnet werden. In der Figur 4.4. sind die

Geschwindigkeiten der Schwer- bzw. Gelenkpunkte der Stäbe eingezeichnet.
Zusätzlich ist in dieser Figur zu sehen, wie diese Geschwindigkeiten durch
vektorielle Addition der für jeden Stab neu hinzutretenden Komponenten
(v(0 cpf-l, für das obere Stabende bzw. l/2vi0 für den Schwerpunkt)
zustande kommen. Bei der Numerierung ist zu beachten, daß die Gelenke jeweils
dem oberen der beiden Teilstäbe zugeordnet sind.

Schreiben wir diese Geschwindigkeiten als Vektoren in x- und z-Komponen-
ten, so folgt aus den geometrischen Verhältnissen der Figur 4.4.:
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Tl., 1

Iti,, 1, «

2 0

3 0

0/2
3 0v10 V1

s1 vl/2«ii 1-

777777P777777

Fig. 4.4. Mehrstäbemodell eines Schilfhalmes mit eingezeichneten Geschwindigkeiten der
Stabmitten (Schwerpunkte) und der Stabenden. Die äußere Kraft F (zerlegt in x- und z
Komponente) muß nicht notwendigerweise in einem Gelenk angreifen. Alle linearen
Komponenten sind positiv in Richtung der eingezeichneten x- und z-Achse, die Winkel sind
positiv im Uhrzeigersinn.

V10 <Pi'-h (costpi,- sincp,}

vio ft'h {cos<p,-,-sin«j3.}

und

v»o - <Pn-ln [coscpn,-sm(pn)

vsl 1/2 v10 1/2 <?,'•/, {cos<p,,-sin<p,}

l - '10 tPi'-li {cosç-p- sinçjj}

[m/s] (42.4)

vs 2 Vj + 1/2 v2 0 [ (px'-/j cos«/»! + l/2<p2'-l2 cos(p2,

-tPi'-li sincp, - l/2(p2'-l2 sin<p2}

v2 Vl + V2 0 { •"l'-'l cos<Pl + «V^ C0S(P2'

-ipj'./j sinfpj - ç>2'./2 sin<p2]

i-1
vst v/-i + !/2 vi o £ Vk'-'k cos(Pk + 1/2<P,-'-/,- cosç),.,

*=1
(42.5)

i-i
- X ç>t'-/4 sin^- 1/2©.'-/. sin®.}
t=i



201

(Iv?;-/tcos%, - lj <pk-lk sin(pk]

vn vn-l + vn0 [ X çk -lk cos^, - E(pk'-lk sin<pk] (42.6)
i=l k=\

Die Quadrate des Betrags der Geschwindigkeiten der Schwerpunkte erhält

man durch Addition der Quadrate der entsprechenden x- und z-Komponen-
ten. Mit Berücksichtigung der trigonometrischen Identitäten

cos2«?,-+ sin2<p- 1 (42.7)
und

cos(j5( cosç) + sin«j5; sin<u cos(<jo( - </>•) (42.8)

sowie der von nun an geltenden Abkürzung

ctj cos(<j9(. - cpp cji (42.9)

(nicht zu verwechseln mit den "Federkonstanten" c, der elastischen Gelenke)
werden diese Geschwindigkeitsquadrate gleich

vs2 1/4 (çf)2-l2
Vs22 [((pf)2-ll2+U*((p{)2-l22+<P{<p2llh-c2\i

Vs f1 [ I «p;)2-lj 2 + 1/4 (vp/)H 2 +2X1 (Pj-^-lj lk-ckj +
j-\ k=2 j=l

+ Z<Pj;<Prljl!-clJ] (42.10)
;=1

Damit kann die kinetische Energie der Teilstäbe berechnet werden, indem die

Geschwindigkeitsquadrate (42.10) in (42.2) eingesetzt werden (vs2 lvs f
I2

Vç 2). Addiert man dazu die Rotationsenergie und berücksichtigt, daß

1/12 (<p,-)H2 + 1/4 (cp/)2-/,.2 1/3 (q>p2-l2 (42.11)

so wird die gesamte kinetische Energie der Teilstäbe gleich

T. 1/2 m,- [l/3(ç>a-)2-/,2]

T2 1/2 mx-[(çf)2-l2+Iß ((p2)2-l2+cpf (p2-lxl2-c2l\
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T, 1/2 m,. [ î (v/)2-!:2 + 1/3 (ç./)2-/, 2 +21 19;9k'.L lk-ckj +
;=1 k=2j=l ' '

+ Z<p;<Prljl!-c!J] (42.12)
y=l

Summiert man die kinetische Energie aller Teilstäbe (/ 1...«), so erhält

man die kinetische Energie des ganzen Systems:

27= ((p.')2-/,2 (l/3m, + Xmt) + (<p2')2-/22(l/3/7i2 +2.7.,.) +

+ (<p/)2-.,2 (l/3m,- + X mk) + ...+ «pn)2-l2 -lßmn+
k=l+l

n

+ 2 <pi<p2' 'i'2C21 O/2"^ + X"1*:) + •••

i-1 n

+ 2X [(pj'ri-ljl, c- (l/2m. + X mk)] +

+ 2X [ç>/ç)„--/y/„ cnj -l/2mj (42.13)

Die Ausdrücke in den runden Klammem sind Konstante, die im folgenden
mit

Min l/3/nf. + î mk [kg] (42.14)
/fc=l'+l

Mnn lßmn [kg] (42.15)

Min' 1/2/7.,+ î mk=Min+l/6mi [kg] (42.16)

Mnn l/2/i„ [kg] (42.17)

abgekürzt werden. Die kinetische Energie des Stabsystems lautet damit:

T 1/2 X(<p;)2-l2 Min + .UMtf-XitPj-tpiljlfCtj)].
i=l 1=2 ;=1 ' ^

(42.18)
Analog zu den c« definieren wir nun

fy sin(ç>,. - ç»y) -sß (42.19)

In den Gleichungen von Lagrange (42.1) kommen Ableitungen nach den (pt,

nach den<p(' und nach der Zeit vor. Die c« nach diesen drei Variablen abgeleitet

sind:
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|£ü- - sin(<p,. - (pp -su sß (42.20)

-p± sin^. -(pp Sy (42.21)
d(pj

de
dt

iL -((p: - (pj) sin(<p(. - q>p -(c)/- (p:)stj (42.22)

So können die Ausdrücke auf der linken Seite von (42.1) nun in Funktion der

Lagekoordinaten formuliert werden. Mit
i-1

(<PiTliMin +MifX((p;ijlicij) +
dT

dtp: "-" ¦' --« • -'»pf
+ X[Mk;(pkltlkcki] (42.23)

jfc=i+l

wird

1
- - (pf l2 Min + Mtf X {I, h Wf c„ - (PjXvi- ç/)s„ ]} +

dt a (pi j=i

+ X [Mh;iilk{(pkcki-(pk((pk-(p;)ski}] (42.24)

und

d T l'1 n

-— - m,.; x {(Pt'tpj'-ij /,. *„} + X [Mt; 9,>t'./I. /t-jH ].
Ô Ç); ./=1 /C=I+1

(42.25)

Durch Subtraktion der Gleichung (42.25) von (42.26) erhalten wir die linke
Seite von (42.1):

dt TqJ ' ~&q~t *" Z'2 Min + Min' jS {l>li i(Pi" °'1' ' **** +^ +

+ <Pi>/-S.y)} +
n

+ I [Mkn' /,. lk{(pk cH - <pf stì + (pick's^-
k=i+l

- <PÌ<Pkski }]
i-1

<Pi' li2 Min + M/»' J { 0 ', («V" Cij +<PjSij } +

+ È [M^/,./,{% Cfa + %\}] (42.26)
ifc=.+i
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Auf der rechten Seite der Gleichung (42.1) steht die virtuelle Arbeit der in-
nern und äußeren Kräfte bei einer Elementarverschiebung Sçit kurz als i-te
Elementararbeit bezeichnet. Es sei nochmals daran erinnert, daß bei der /-ten
Elementarverschiebung der Winkel (pt um 8(pt vergrößert wird, während die

übrigen unverändert bleiben. Unter Berücksichtigung dieser Tatsache sind

folgende Beiträge zur /-ten Elementararbeit 8At zu berücksichtigen:
- 8 AF : Die Arbeit der äußeren Kräfte F, so weit ihr Angriffspunkt bei der

/-ten Elementarverschiebung verschoben wird. In unserem Modell
sind dies ah jene Kräfte, deren Angriffspunkt oberhalb des /-ten
Gelenks liegt.

- SAel : Elastische Arbeit des Stabes i. Durch die Verdrehung dieses Stabes

um Sty wird der Winkel zwischen dem (Z-l)-ten und dem /-ten Stab

um S(pt vergrößert, jener zwischen dem /-ten und dem (/+l)-ten
um 8(pt verkleinert. Die in diesen beiden Gelenken wirkenden elastischen

Momente leisten damit (elastische) Arbeit.
- 8Ad : Dämpfungsarbeit des Stabes i. Analog zum elastischen Moment in

den Gelenken i und /+1 leistet auch das dortige Dämpfungsmoment
Arbeit.

Die Berechnung von SAFi folgt aus den in Fig. 4.5. dargestehten geometrischen

Verhältnissen. Dabei sind alle äußeren Kräfte F, welche oberhalb oder
innerhalb des /-ten Teilstabes angreifen, zu berücksichtigen (die unterhalb
angreifenden werden bei einer Winkeländerung 8(pt nicht verschoben und
leisten damit keine Arbeit).
- Kraft F oberhalb des Stabes / angreifend:

8 AFi Fx8x + FzSz= (Fx cos<p; - Fz sin«?,) /,. -8^ (42.27)

Fx, Fz Waagrechte und senkrechte Komponente der äußeren Kraft F
Sx, 5 z Waagrechte und senkrechte Komponente der durch die Winkelände¬

rung <5<p(. bewirkten Verschiebung des Angriffspunktes der äußeren
Kraft F

- Kraft F' innerhalb des Stabes i angreifend:

5afi (Fx'CMC,-F,'simp} In'&Pi (42.28)

lFi Abstand des Angriffspunktes der Kraft F' vom unteren Ende des
Stabes i

Bei der Berechnung der Arbeit des elastischen und des Dämpfungsmomentes
ist zu berücksichtigen, daß beide Momente, wenn sie positiv sind (d.h. (pi+l >
(pt, bzw. (pi+f > (pp verkleinernd auf den Winkel zwischen den zwei
betreffenden Stäben wirken. Damit wird
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und

8Aeli [-c. (q); - <pM) + cM (<pM - ç^lSç, (42.29)

8Adi [-di (ç: -(Pi.f) + dM((pM--(p:)ì-8(Pì (42.30)

Durch Addition und Ausklammern erhalten wir die gesamte i-te Elementararbeit:

8 Ai 8AFi+8Aeli + 8Adi

8(Pi { Ci (piA- (Ci + cM)(Pi+ cM(pi+l +
+ di (Pi_{- (di+ di+1)(pi+{ + di+l(pi+{ +

+ /, X (Fx cos(pi - Fz sm(Pi) +
F oberh. des Stabes i"

+ X[lFi(Ffcosçi-Fz'sin(pi]} (42.31)
F' innerh. des Stabes i

Die /-te Lagrange'sche Gleichung unseres Mehrstäbemodells erhalten wir
durch Gleichsetzender Gleichungen (42.26) mit (42.31) und Dividieren
durch 8(pi.

fa1

y*<%1, cosy2

Tt
i /
y <%12slny

fz/ /

—ufm SÌ"

<%

Qlfirtf.

88. X
77777777777777717777777 'it ^7777777777777777?

Fig. 4.5. Verschiebung der äußeren Kräfte F infolge einer Elementarverschiebung S <pt

(hier: <5 <p2
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Zur besseren Übersichtlichkeit werden dazu folgende Abkürzungen definiert:

(Oi2 lt2Min (42.32)
C0i2 =ljhMin' (42.33)

7. M ct~7i-u (42-34)

Ja Ci+ci+l (42.35)

YiM cM (42.36)
5,m =d,-=5M,- (42.37)

8u di+dM (42.38)

5iM dM (42.39)

Nimmt man alle "inneren" Größen auf die linke und ahe "äußeren" auf die
rechte Seite des Gleichheitszeichens, so erhält die i-te Bewegungsdifferentialgleichung

des Systems die Form

ï(tOjSj ff) +<ou2<Pi"+ Z(a>ik2cki •?*')+ t(a>/s!j. q>:2)+ Z (a>ik2sik <pk2)
/=1 k=i+l 7=1 k=i+l

- 5ii-i <Pi-i'+ sii fr si ,vi «"i+i"- >. i-i V;-i+ rii ^i - ?;m 9M

/-X(F cosç>,.-F sin<p(.)+ ZlFi(Fx costPi-F; simp;)
F F'

(42.40)

Definiert man folgende Vektoren:

i \ j fi \ j Vi'2\ i <pf

<P i : <P j : <P2 - j : [ <P ] : [ ,(42.41)
tt> I \ 0 ' } \ Q> Ì 1

<P
'

analog dazu den Belastungsvektor t/Amit den Gliedern der rechten Seite von
(42.41) als "Störfunktion"

/, Z (F cosip, - F sin?,) + Z lFÏ (F' cosci. - F ' simp,)

IF F' \
l2 Z (F cosi», - F ünq>2) + Z lF2 (F ' cos^ - F ' sintpf)'F F'

v ¦•

/„ Z (Fx cos<p„ - Fz sinç>„) + Z lFn (F; cos<pn - F,' sin<pn)
r r

und die Matrizen
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M„

n

r

A

o,,2 o12 c12 <a13 c13
0

- <°lncln
2

<B12 C21 <a222 "^ c23 ¦¦ <°2nC2n
2

tt)13 c31 û)23 c32 û)332 ¦¦ °>inCîn

»ln2cnl ®2»2cn2 «»Sn2^ •
2

<D„ „

<Df> S12 '12
û)122521 O

•"13 J31 *"23 ''32

»l«2^! <°2nSn2

*"13 J13

o23 s23

0

a3A3

rn -r12 o o

"?21 ^22 "^23 °
0 ">32 ^33 "^34

0

"21

0

"12

522

_532

0

u23

"33

0

0

0

-«34

0 0 0 0

(42.43)

¦"In -»In

m2nS2n

a,nlsin

(42.44)

0 0

0 0

0 0

•nn-1 *n n

0 0

0 0

0 0

Snn-\ 5»„n n

(42.45)

(42.46)

dann kann das ganze Gleichungssystem nach einigen Umstehungen viel einfacher

angeschrieben werden:

Mc(p" y/-£2 (p2-A (p -Tç (42.47)

Die Glieder der Koeffizientenmatrizen berechnen sich nach (42.42 - 42.46),
(42.32 - 42.39), (42.14 - 42.17) sowie (42.9) und (42.19).
Wie aus den Gleichungen (42.9), (42.34) und (42.37) hervorgeht, sind die

Matrizen Mc, F und A symmetrisch, dagegen ist £2 gemäß (42.19)
antimetrisch.
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Die Analogie von (42.27) mit einer "normalen" Schwingungsdifferentialgleichung

fällt sofort auf. Als Folge der großen Ausschläge, welche eine

Linearisierung verbieten, sind aherdings die Koeffizienten nicht konstant und
erscheint zusätzlich eine Funktion der (p2. Zur Integration muß deshalb das

Differentialgleichungssystem (42.47) bei jedem Schritt zuerst nach (p" aufgelöst

werden, die Matrix Mc kann nicht "ein für alle Mal" invertiert werden.

4.2.2. Berücksichtigung der äußeren Kräfte in den Bewegungs¬
gleichungen des Mehrstäbemodells (Störfunktion)

Der Belastungsvektor yr (Störfunktion) erfaßt die Einwirkungen der äußeren

Kräfte auf den Halm. Er setzt sich zusammen aus einem Teil y/T für den Einfluß

des schwimmenden Treibzeugs (Normal- und Reibunskraft in der
Berührungsstelle Halm-Treibzeug), aus y/w+l infolge der direkten Einwirkung von
Wind und Wehen auf den Halm (Wasser- und Luftdruck) sowie dem Anteil

y/, resultierend aus dem Eigengewicht des Halms.

4.2.2.1. Der Einfluß des schwimmenden Treibzeugs

Die Bewegung des Treibzeugs infolge des Wellenganges wurde in Kapitel

3.3. untersucht und in den Gleichungen (33.9), (33.10) und (33.15)
formuliert. Für jene Fähe, wo Treibzeug und Schilfhalm miteinander in Berührung

stehen, müssen diese Gleichungen nach der wirkenden Kraft F aufgelöst
werden. Diese Kraft kann dann entsprechend in die Störfunktion yr des

Gleichungssystems (42.47) eingesetzt werden. In der Figur 4.6. sind ahe dazu

notwendigen Größen eingezeichnet. Es ist zu beachten, daß in der Berührungsstelle

Halm-Treibzeug zwei Punkte definiert werden, nämlich der Punkt T
als Bestandteil des Treibzeugs und der Punkt B als Bestandteil des Halmes.

Obwohl diese zwei Punkte momentan zusammenfallen, bewegen sie sich doch

je mit verschiedener Geschwindigkeit.
Das Treibzeug berührt den b-ten Teilstab, während der den Wasserspiegel
schneidende als der q-te bezeichnet sei. Selbstverständlich kann es sich auch

beide Male um den selben Teilstab handeln (b q). Der ò-te Teilstab
definiert ein lokales Koordinatensystem, in welchem der Ort des Treibzeugs
durch die lokale Lagekoordinate r Abstand des Punktes T vom unteren
Ende des b-ten Teilstabes) bestimmt ist. Die Länge lr bezeichnet den Abstand
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?nIreibzeug

\<.^

%

n^

i.W

JS////ww/ww/»//?//wtr>»r///Sj/j/?/rr/i//>///////

Fig. 4.6. Definitionsskizze für die zur Beschreibung des Zusammenwirkens von Treibzeug

und Halm notwendigen Größen. (In diesem Beispiel ist der q-tt Teilstab der dritte, der
ö-te der vierte.)
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des Punktes B vom unteren Ende des fe-ten Teilstabes. Die übrigen Größen

gehen ohne weiteres aus der Figur 4.6. hervor.
Zusätzlich seien noch zwei Vektoren definiert:

x ={*} (42.48)

(Ortsvektor; der entsprechende Punkt wird durch einen
Index [T für Treibzeug, B für den Punkt B ]bezeichnet)

Die Ortsvektoren können einmal Geschwindigkeit) oder zweimal
Beschleunigung) nach der Zeit abgeleitet werden.

r f rSm(pb\ (42.49)

(Relativer Ortsvektor in dem zu x und z parahelen, lokalen

Koordinatensystem des fc-ten Teilstabes)

Die Berechnung wird übersichtlicher, wenn wir zuerst die Relativbewegung
des Treibzeug bezüglich des &-ten Teilstabes betrachten und hernach mit der

Bewegung des Stabes b überlagern. In Figur 4.7. sind der b-te Teilstab und
das Treibzeug noch einmal isoliert gezeichnet. Daraus gehen zusammen mit
der Figur 4.6. folgende Zusammenhänge hervor:

i-1
Xjit) xB0(t) + r(t) sin(pb(t) X lt svntPid) + r(t) sin(pb(t)

(42.50)
i-1

zrW zm(t) + r(t) cos(pb(t) X /,• coscp-« + r(t) cos<pb(t)

analog
(42.51)

b-\
xB(t) xB0(t) + lr(t) sin(pb(t) X li sincri) + lr(t) sm(pb(t)

(42.52)
fc-i

zfi(0 zBnW + K® cosq>b(t) X lt COSÇ) (0 + lr(t) COS(pb(t)
1=1

(42.53)
Aus (42.50) und (42.51) folgt

X-At) - xRn(t) z-At) - zR(Xt)
r{t) ^' B°y) n' B0K' (42.54)

simp6(0 cos(pb(t)
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\
\«%

¦G,"
9b

Fig. 4.7. Die an Halm und Treibzeug angreifenden Kräfte
Links: Auf das Treibzeug wirkende Kräfte.
Rechts: Auf den Halm wirkende Kräfte
G-

C
N Normalkraft

jt Gewicht des Treibzeugs, ggf. unter Wasser
Corioliskraft

Wx, Wz Dynamischer Wasserdruck
Zx, Zz Führungskraft
R Reibungskraft

Da außer den Teilstablängen /,- alle verwendeten Größen Funktionen der Zeit
sind, wird im folgenden die Indexierung (/) weggelassen.

Für die Geschwindigkeit des Treibzeugs gut:

Absolute Geschwindigkeit Führungsgeschwindigkeit + Relativgeschwindigkeit

in Komponenten ausgeschrieben

xt xb + r sm%
ZT ZB + r COS(pb

Daraus die Relativgeschwindigkeit des Treibzeugs zum Stab:

(42.55)

(42.56)
(42.57)

r

Dabei ist

sm(pb cos(pb
(42.58)

Xß XB0 + K % C0S<Pb ï[h <Pi C0S<Pi + lr <Pb cos%

(42.59)
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und
6-1

zb zbo - lr <Pb sin(Pb -X h <Pi ship,. - lr (pb sin(pb
'=1

(42.60)

Für die Beschleunigungen gilt analog:

Absolute Beschleunigung Führungsbeschl. + Relative Beschl. + Coriolisbeschl.

d_

dr
(42.61)

Der letzte Term der obigen Gleichung, die Coriolisbeschleunigung, entsteht

dadurch, daß der Berührungspunkt B(t+dt), in welchem das Treibzeug den

Stab zur Zeit t+dt berühren wird, eine andere Geschwindigkeit hat als der

Punkt B(t), wo das Treibzeug den Stab zur Zeit t berührt (Beschleunigung
infolge der Verschiebung).
Die Differentialgleichung für die Bewegung des Treibzeugs auf dem Teilstab
b folgt aus dem zweiten Newton'schen Prinzip, welches für Relativbewegungen

folgende Form hat:

Mr' X (Äußere Kräfte) -Z-C (42.62)

Dabei werden die aus der Führungs- und der Coriolisbeschleunigung
entstehenden Trägheitskräfte (Führungskraft Z und Corioliskraft C Produkt

von der Masse mit der entsprechenden Beschleunigung) als fiktive äußere
Kräfte eingeführt. Die Führungskraft Z ist bei einer reinen Rotation des

"Fahrzeugs" nichts anderes als die aus der Anschauung wohl bekannte

Zentrifugalkraft. M ist die Masse des Treibzeugs MT nebst der diesem zuzurechnenden

Wassermasse M' gemäß Gleichung (33.5); vgl. Kap. 3.3.3..

Die Führungsbeschleunigung erhält man durch Ableitung der Gleichungen
(42.59) und (42.60) nach der Zeit:

ft-i

V X ((pflicosç, -(pi'2liSin(Pi) + (pblrcos(pb - (pb2lrsin(pb
1=1 (42.63)

und

i-1
z5" X (- (pfli sinç>,. - (p;2li cos«/),-) - (pb"lr sin(pb - (pb2lrcos(pb

i=1 (42.64)

die Coriolisbeschleunigung durch Ableitung derselben Gleichungen nach der

Lagekoordinate r :
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J-xB' % cos % —xf (42.65)

(9 (9

— zB c)ò* sin ç)ft j-zT' (42.66)

und Multiplikation mit 2r '. Die Kräfte Z und F sind gleich der Masse M
multipliziert mit den zugehörigen Beschleunigungen, sie sind diesen

entgegengerichtet. In Komponenten ausgeschrieben sieht dies so aus, wenn die

Kräfte in der in Figur 4.7. eingezeichneten Richtung positiv gesetzt werden:

Zx MxB (42.67)

Zz MzB (42.68)

Cx Mr' -^- (xB'+ xf) 2 M r'(pb cos (pb (42.69)

Cz M r -§- (zB + zf) 2 M f(pb sin (pb (42.70)
or

Zu den äußeren Kräften gehört neben dem bereits in Kap. 3.3. behandelten
Gewicht GT, dem Auftrieb A und dem (dynamischen) Wasserdruck W noch
die zwischen Halm und Treibzeug wirksame Kraft F. Diese wird zweckmäßigerweise

aufgeteilt in den senkrecht zum ft-ten Teilstab wirkenden Normaldruck

N und die Reibungskraft R. Nach dem Gleitreibungsgesetz von
Coulomb ist der Betrag der Reibungskraft direkt proportional zum Normaldruck:

_isign(r)fulN (N>0)
(0 (Af<0) (42.71)

fil Gleitreibungszahl [-]

Die Vorzeichenfunktion sign(r') steht sicher, daß die Reibungskraft dann
positiv gemäß Fig. 4.7. ist, wenn r positiv ist. Die Gleitreibungszahl ist ein
Parameter, der experimenteh bestimmt oder aus der Erfahrung geschätzt werden

muß. Sie entspricht dem Tangens jenes Neigungswinkels einer Unterlage
aus dem zur Diskussion stehenden Material, worauf der betrachtete Körper
infolge seines Eigengewichts gerade ins Rutschen (Gleiten) gerät. Da Gewicht
und Auftrieb immer in entgegengesetzt gleicher Richtung wirken, können sie

zu einem einzigen Ausdruck vereinigt werden, dessen Größe und Richtung
eine Funktion der Eintauchtiefe des Treibzeugs sind:
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GT" GT -A (42.72)

In der Ruheschwimmlage ist GT" gleich 0, vollständig aus dem Wassergehoben

wird GT" GT (kein Auftrieb in der Luft), während bei tieferem
Eintauchen die resultierende Kraft GT" nach oben zeigt (Betrag von Gewicht
und Auftrieb nach Gl. 33.11 und 33.12).

Zerlegen wir das System "Halm mit Treibzeug" wie in der Figur 4.7. in die
zwei Teilsysteme "Treibzeug" und "Halm (Teilstab b)", so lassen sich alle
Kräfte übersichtlich darstehen. Dabei entsprechen die im linken Bild gezeichneten

Kräfte der rechten Seite von (42.62), während jene des rechten Bildes in
die Störfunktion y/ (Belastungsvektor) der Gleichung (42.47) eingehen,
zusammen mit den später zu besprechenden direkten Einwirkungen von Wind
und Wasser. Es ist zu beachten, daß (42.62) die Bewegung des Treibzeugs
relativ zum Stab b beschreibt, wogegen (42.47) die absolute Bewegung im

Koordinatensystem (x, z) formuliert. Deshalb erscheinen die (fiktiven)
Kräfte C und Z der Relativbewegung im rechten Bild der Figur 4.7. nicht,
sondern nur die resultierenden, wirklichen Kräfte Normaldruck N und
Reibung R.

Gleichung (42.62) ist eine vektorielle Gleichung mit zwei Komponenten, d.h.

ein Gleichungssystem, mit dem zwei Unbekannte eliminiert werden können.
Zieht man noch das Gleitreibungsgesetz (42.71) hinzu, so können Normaldruck

N, Relativbeschleunigung r" und Reibungskraft R bestimmt bzw.
eliminiert werden. Während die Relativbeschleunigung in der späteren Rechnung

nicht mehr benötigt wird, können die Kräfte N und R, zusammengefaßt

zu einer einzigen Kraft F, einerseits in (42.47), andererseits in die

Bewegungsgleichungen (33.9) und (33.15) des Treibzeugs komponentenweise
eingesetzt werden. Diese Gleichungen sind damit vollständig bestimmt. Dazu ist

es zweckmäßig, die Gleichung (42.62) nicht in x- und z-Komponenten zu
formulieren, sondern in dem durch den Teilstab b definerten Achsensystem
(parallel und senkrecht zu diesem Teilstab, vgl. Fig. 4.7.):
- parallel:

Wx sin(pb + Wz cos(pb - Zx sin<pö - R - GT" cos<jD6 - Z2 cos(pb M r"

mit
(42.73)

M MTfm (42.74)

Mr Masse des Treibzeugs

/ Faktor für die Zusatzmasse nach Gl. (33.10)
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- senkrecht:

N + C + ZX cos(pb - W2 sin(pb - W^costp^ - GT" sin(pb - Zz sin(pb 0

(42.75)

Mit C bzw. Z nach den Gleichungen (42.67+70) erhalten wir aus (42.75)
für den Betrag N der Normalkraft N

N W^cos-j^ + (GT" - Wz) sinij^ - M (xB"cos(pb - zB" sin(pb + 2 r'(pb

(42.76)

Die einzelnen Größen lauten (in Klammern die zugehörige Gleichung):

w. f (Gm MT u + Gä Pw/2 AT (u - x) \u-x\
fm l+/,(Gm-l)
fp

ZsT'Zu
,o</BA p

< p»/pT

G-r- - MjgVp-V
w7 Gd Pw/2AT(v- z)\v- z\
M fmMT

i-1

(nach 33.8)
(33.10)

(33.6)

(42.72 und 33.11+12)
(33.13)
(42.74)

(42.63)
Z (Ç);"/; COSÇ); - Ç);'2/; SUlÇ); + Ç>fc"/,. COS?,, - Çb% ÛWpb
i=l

Z (-(fl'l; sins,?, - f.1"2/1coscp1. - <f>b"lr sin<pb - </>,;2lrcos<pb
i=i
XT " XB _ 2T ' ZB

COS<pfcsin<pb

i-1
Xg Z lj (/>{ cosçi+l,.^ cosipb

i=l

il
Zg Z -li <p{ smçrlr<pb ûnq>b

i=i

(42.64)

(42.58)

(42.59)

(42.60)

Gd
MT
Pw

Pr

zsT

Massenkoeffizient des Treibzeugs [-]
Schubkoeffizient des Treibzeugs [-]
Masse des Treibzeugs [kgl
Dichte des Wassers [kg/nr*]
Dichte des Treibzeugs [kg/m3]
Eintauchtiefe des Treibzeugs [m]
Wassertiefe am Ort des Treibzeugs [m]
Höhe der Unterkante des Treibzeugs über Grund [m]
Waagrechte Geschwindigkeit der Wasserteilchen [m/s]
Senkrechte Geschwindigkeit der Wasserteilchen [ms]

Der Betrag der Reibungskraft ist nach (42.71)
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R nsN (42.77)

mit ns sign(r') V\ (42.78)

Im Fall, daß iV nach (42.76) negativ würde, wird N 0 gesetzt, was bedeutet,
daß das Treibzeug nicht mehr in Berührung mit dem Halm steht.

Da der Normaldruck N senkrecht auf dem b-ten Teilstab steht, kann gezeigt
werden, daß sein Beitrag zur i-ten Komponente des Vektors \\rT der
Störfunktion, nämlich Vi-\Nxcos(f>i-N2 sin«?,-] (Gl. 42.27 und 42.28, /,-' s.u.,
42.80), als

Wtun V N cos((pb - (Pi) i; N cbi (42.79)

('. '<*
mit l- llr i b (42.80)

(O i>b

geschrieben werden kann.

Analog gilt für die Reibungskraft R:

y/T m // R sin((pb - (p.) lì R sbi (42.81)

Wird R nach (42.77) eingesetzt, so kann der gesamte Beitrag y/T des Treibzeugs

für Störfunktion \j/ zusammengefaßt werden und die i-te Komponente
wird

Wt i i; N(cbi + vl, sbi) // nach 42.80) (42.82)

Da in N auch xB" und zB" vorkommen (vgl. 42.76), ist der durch das Treibzeug

bestimmte Teil \\rT der Störfunktion \f/ abhängig von <p". Für die

Berechnung ist es zweckmäßig, yrT in einen von <p" abhänigen Teil t/Ar" und
den von <p" unabhängigen Rest y/T' aufzuspalten. Es wird

i i
y/T". ./.' M {Xl- çf costpjcos(pb - X-lj (pfsintpj sin(pb] (cbi + nssu)

-i; M | [lj (pf cbj}( cbi+vssbi) (42.83)

(",', I- nach Gleichung (42.80)

und
b

y/f. l< {Wx cos(pb + (Gf - Wz) sin(pb - M (X -lj (pjhintpj cosq>b -

b

- X -lj (pfcostpj sin(pb + 2 r-(pb)} (cbi + ßs sbt)
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/.' {Wxcos(pb + (G/ - Wz) sin(pb - M (X lj (pj2 sbj + 2 f(pb)} ¦

¦(cbi+Hssbi) (42.84)

//, lj nach Gleichung (42.80)

Gleichung (42.83) kann, wie die linke Seite von (42.47), als Produkt einer
Matrix Lc mit dem Vektor <p" geschrieben werden. Allerdings ist diese Matrix

nicht symmetrisch (s.unten, Gl. 42.85), und damit natürlich auch nicht die
Differenz der Matrizen Mc - Lc, mit welcher der Vektor <p" in der
Gesamtgleichung multipliziert wird. Da ein Gleichungssystem mit unsymmetrischer
Koeffizientenmatrix für die gesuchten Gheder nur mit einem bedeutenden
numerischen Mehraufwand gelöst werden kann, vernachlässigen wir in den

Reibungsanteil in y/T", wodurch die Matrix Lc symmetrisch wird:

Lc =-M-

c 2 l2CM 'l
ci2 cil '2 h

cblcb2lih cblcbilll3 ¦¦cblCbbhK 0 0

-cb2cbbl2lr 0...0
-cbZcbbhlr 0...0

ui2 '2 ci2 ci3 h h
2/2Ci3 Cil '3 'l Ci3 Ci2 '3 h Cbì '3

cii cii h lx cbi ci2 h h cbi ci3 h h - - cii cii hlr ° • • • °

cii cil K 'l cii ci2 K h cbb ci3 K h e 2/2

M nach Gleichung (42.74)

0...0
0...0

0...0

(42.85)

Da die übrigen äußeren Einwirkungen (Luft, Wasser, Eigengewicht) von <p"

unabhängig sind, erhält die Bewegungsdifferentialgleichung für den Schilfhalm

zusammen mit dem Treibgut damit die endgültige Form

[Mc -Lc] q>" [y/T' + ysw+l + y/} - O q>2 - A q> - T <p (42.86)

Yw+t ¦¦¦ Störfunktion des direkten Wasser-und Luftdrucks
(Abschnitt 4.2.2.2.)

V Störfunktion des Eigengewichtes des Halmes
(Abschnitt 4.2.2.3.)

Rechnet man (42.73) auf absolute Beschleunigung um, so erhält man die Be-
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wegungsdifferentialgleichungen des Treibzeugs von Kapitel 3.3. (33.9 und

33.15) mit

und
Fx Ncos(pb + Rsin(pb =N( costp6 +/i^sin<pft) (42.87)

Fz N sin(pb - R cosip6 N sin(pb - vs cosçb) (42.88)

4.2.2.2. Die direkte Einwirkung von Wasser und Wind auf den
Halm

Die Formel für den Wasserdruck infolge der Wasserbewegung (Orbitalbahnen

der Wasserteilchen) steht in Kapitel 3.2. (Gleichung 32.44), die genau
gleich aufgebaute für den Luftdruck in Kap. 3.1. (Gleichung 31.1). Da diese

Drücke zumindest über bestimmte Abschnitte des Halmes stetig verteilt sind,
ist ihr Beitrag y/w+i zur Störfunktion nicht eine Summe, sondern ein Integral,

dessen Auflösung nicht explizite in einer Formel angeschrieben werden
kann. Um die numerische Integration zu vermeiden, fassen wir Wasser- und

Luftdruck zu mehreren Einzehasten, sogenannten Knotenlasten, zusammen.
Dabei werden bestimmte vereinfachende Annahmen über den Verlauf der stetig

verteilten Drücke getroffen, so daß eine explizite Integration möglich
wird. Je nachdem, ob man den Verlauf zwischen den bestimmten Punkten

(den "Knoten") linear oder als quadratische Parabel interpoliert, erhält man
die "Tapez-" oder die "Parabelformel" (vgl. z.B. Stüssi 1962; selbstverständlich

sind auch andere Interpolationskurven möglich).
Da der Verlauf der Drücke sicher nicht linear, sondern kurvenförmig ist,
wählen wir hier zur Berechnung die Parabelformel, die im Gegensatz zur
Trapezformel aherdings voraussetzt, daß die Abstände zwischen den "Knoten"

eines Abschnittes gleich groß sind. Mit Ausnahme des <7-ten Teilstabes,
der die Wasserlinie durchstößt, ist jeder Teilstab ein Abschnitt, der in zwei

gleichgroße Intervalle aufgeteilt wird, also drei "Knoten" umfaßt (unteres

Ende, Mitte, oberes Ende). Der q-te Teilstab wird in zwei Abschnitte geteilt,
nämlich vom unteren Ende bis zur Wasserlinie (benetzter Teil) und von der

Wasserlinie bis zum oberen Ende (vgl. Fig. 4.8.).
Da die Wasserdrücke rechtwinklig auf den Halm wirken, stehen auch die

zugehörigen Knotenlasten W senkrecht auf den betreffenden Teilstäben. Deren

Beträge sind:

lj
Wju -^4(3,5qju + 3qjm-0,5qjo)
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WJm -rMjU+™ajm + <ljo)
24

/
Wjo -M-0,5q}u + 3qjm + 3,5qJo)

24
(42.89)

~JU

~jm
-JO

h
a

am unteren Ende des Teilstabes/
in der Mitte des Teilstabes j
am oberen Ende des Teilstabes j
Länge des Teilstabesj
- unter Wasser: Wasserdruck an der entsprechenden Stelle (32.44)
- über Wasser: Luftddruck an der entsprechenden Stelle (31.2)

Beim <7-ten Teilstab ist die Berechnung der Knotenlasten für beide Abschnitte

separat durchzuführen, die entsprechenden Längen von / für die obige
Gleichung sind (vgl. Fig. 4.8.)

und

/ l ' (unterer Abschnitt)

lj lq - lj (oberer Abschnitt)

(42.90)

(42.91)

Da diese Kräfte senkrecht auf den Teilstäben stehen, kann ihr Beitrag yw+i
zur Störfunktion nach (42.42) einfach formuliert werden:

Luftdruck

V>*

reilstab 1

Wasserdruck

lstab 3

Teilstab q Teilstab 2)

Fig. 4.8. Direkt auf den Halm wirkende Luft- und Wasserdrücke und ihre Zusammenfassung

zu Einzelkräften (Knotenlasten).
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yrw+l i li [1/2 Wim + Wi0 + XJWJu + Wjm + Wj0) cjt] (42.92)

für die <7-te Gleichung:

Vw+l q 'j (1/2 Wqm + Wqo + Wq.u) + 1/2 (/; + y W^ + lq Wq.0

+ /, X+i(W/<( + Wjm + W/o) c/? (42.93)

Selbstverständlich müssen in (42.92) für i < q bei der Summierung über den

<7-ten Teilstab alle sechs Kräfte (beide Abschnitte) berücksichtigt werden.

4.2.2.3. Der Einfluß des Eigengewichtes des Halms

Das Eigengewicht des Halmes ist eine verteilte, senkrecht nach unten wirkende

Kraft, die ähnlich wie Wasser- und Luftdruck zu Einzellasten zusammengefaßt

wird. Da die Halme sehr leicht sind, ist die Bedeutung des Eigengewichtes

nicht sehr groß. Deshalb wird für jeden Teilstab die Schwerkraft zu
einer einzigen Kraft vereinigt. Diese ist gleich dem Gewicht des betreffenden
Teilstabes und greift in dessen Mitte an.

Weil der Schüfhalm etwas leichter ist als Wasser müßte für die unter dem

Seespiegel liegenden Halmpartien eigentlich der resultierende Auftrieb in die

Rechnung einbezogen werden. Dieser wird jedoch vernachlässigt, da er
gegenüber den anderen Kräften klein ist und wegen des verhätnismäßig kleinen
Abstandes seiner Wirkungslinie vom Fußpunkt nur eine geringe Wirkung hat.

Das Eigengewicht tritt somit vom oberen Abschnitt des <7-ten Teilstabes an

aufwärts in Erscheinung. Das Gewicht des <7-ten Teilstabes wird proportional
zur Länge des oberen Abschnittes reduziert, der Angriffspunkt liegt in dessen

Mitte. Der Beitrag des Eigengewichtes zum Belastungsvektor i/wird damit:

yr i li [1/2 Gì +X G,] sintp,- i>q (42.94)
>=i+i

yrg i l,[È G] shift i<q (42.95)

für die <7-te Gleichung:

yr [1/2 (/+/') Gq ^—^- + lq X G,} sinç>. (42.96)
l„ j=i+l

',H'
¦q J=M

G,-, Gj, Gq Gewicht der Teilstäbe [kg]
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4.2.2.4. Korrektur der Stoßwirkung

Betrachtet man Treibzeug und Teilstäbe als starr (wie dies in den bisherigen
Ausführungen vorausgesetzt wurde), so entstehen im Moment des Zusammenstoßes

von Halm und Treibzeug sehr große Beschleunigungen und damit
Kräfte, denn die vorher freie Bewegung des Treibzeuges wird plötzlich durch
die Stäbe geführt. In Wirklichkeit sind weder das Treibzeug noch der Schilfhalm

starr, diese plötzlichen Bewegungsänderungen und kurzfristigen
Beschleunigungsspitzen treten deshalb nicht auf, der Stoß wird sowohl durch das

elastische Nachgeben des Treibzeugs und des Halmquerschnittes, wie auch

wegen der lokalen Einbiegung des Halmes (s. Fig. 4.9.) sehr stark gemildert.
Um diesen Tatsachen im mathematischen Modell Rechnung zu tragen, nehmen

wir an, daß sich das Treibzeug während der Phase der gegenseitigen Berührung

nicht genau auf der Oberfläche des entsprechenden Teilstabes befinden

muß, sondern um eine Strecke 8 "eindringen" kann. Dabei entsteht eine
rückwärts treibende Kraft aN senkrecht zur Stabachse, welche zum Normaldruck
nach (42.76) zugezählt wird. Der Betrag dieser Zusatzkraft sei direkt proportional

zur "Eindringtiefe" 8. Da Stöße meist nicht vollkommen elastisch
verlaufen (Energieverlust durch innere Reibung), kann bei rückläufiger Bewegung

(d.h., wenn die "Eindringtiefe" 8 abnimmt) aN um einen Faktor fel< 1

I reibzeug

Stab

//

/'
AN

Fig. 4.9. Lokale Einbiegung im Stab als Folge des Stoßes beim Zusammenprall von
Treibzeug und Halm.
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vermindert werden. Dieser Faktor muß willkürlich angenommen werden.

Der Proportionalitätsfaktor zwischen aN und 8 wird mit folgenden Überlegungen

abgeschätzt:

Wir nehmen an, während eines (Integrations-)Zeitschrittes habe sich im Stab

eine lokale Einbiegung mit der Ausdehnung /* ausgebildet (Fig. 4.9.). Dieses

Stück kann als beidseitig eingespannter, in der Mitte belasteter Stab aufgefaßt
werden. Die Durchbiegung 8 in Funktion der einwirkenden Kraft aN ist

aN /*3
8 — (42.97)

192 E-J

E-J Mittlere Biegesteifigkeit des betrachteten Teilstücks

Es ist nicht so wichtig, diese Funktion in ihrer genauen Größe zu kennen,
entscheidend ist vor allem, sie überhaupt zu berücksichtigen, weil damit sozusagen

dem Stoß die (bei starren Verhältnissen oo große) "Spitze gebrochen"
wird. Auf welches Niveau der Maximalwert reduziert wird, ist angesichts der

kurzen Berechnungszeitschritte (und damit kurzen Wirkungsdauer der

Kraftspitzen) von untergeordneter Bedeutung. Es erscheint daher gerechtfertigt,

für das Verhältnis aN/8 unabhängig vom Ort des Zusammenstoßes nur
einen konstanten Wert zu definieren. Für /* setzen wir die Länge eines der

unteren Teilstäbe, d. h. im Falle eines Modehs mit vier Teilstäben eine

Größenordnung von /* 60 cm für einen mittelgroßen Schilfhalm. Die mittlere
Biegesteifigkeit der unteren Halmpartien liegt in der Größenordnung von
15'fJOO N cm2 (vgl. Teil III, Kap. 3.4). Aus Gleichung (42.97) erhalten wir
mit diesen Werten für das Verhältnis aN/8 die Größenordnung von

aN 192-1,5 Nm2
«5 0,63m3

1330 N/m (42.98)

Die Zusammendrückbarkeit (Nachgiebigkeit) des Treibzeugs müßte von Fall
zu Fall gemessen werden. Für ein Holzstück, dessen Elastizitätsmodul ungefähr

bekannt ist, kann mit einer Annahme über die vom Berührungspunkt
ausgehende Spannungsverteilung im Holz die aus der Kraft aN resultierende

Verformung berechnet und auf der rechten Seite von (42.97) addiert werden.

Dieser Beitrag ist allerdings im Vergleich mit der lokalen Durchbiegung des

Halmes so klein, daß er ohne weiteres vernachlässigt werden kann.
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4.2.3. Berechnung der Modellparameter aus den Halmeigen¬
schaften

Für das mathematische Modell sind folgende Modellparameter zu bestimmen

(vgl. Kap. 4.1.):
- Massen der Teilstäbe m,-

- Federkonstanten der Gelenke zwischen den Teilstäben c,

- Dämpfungskonstanten der Gelenke dt

Die Anzahl n der Teilstäbe kann frei gewählt werden, ebenso deren Länge.

Allerdings nimmt der Rechenaufwand überproportional zur Anzahl Teilstäbe

zu. Wegen der größeren Krümmungen im unteren und mittleren Halmteil ist

es zweckmäßig, dort die Teilstäbe kürzer zu wählen als oben.

Zur Berechnung der Modehparameter müssen die spezifische Masse /x (pro
Längeneinheit) und die Biegesteifigkeit E-J bekannt sein. Wir nehmen an,
diese Halmeigenschaften seien in mehreren Punkten in den Höhen hj über
Grund bestimmt worden. Fähen die Enden der Teilstäbe nicht auf einen dieser

E J

^
E J^^ Cj, d

E J

c d

E J

7777775777777

C, d
V 1

Stab 3

Stab 2

Stab 1

Halm Spez. Masse Biege- Modell
Steifigkeit

Fig. 4.10. Gegenüberstellung von Halmeigenschaften und Modellparametern anhand
eines Beispiels mit drei Teilstäben und sieben Meßpunkten, in denen die Halmeigenschaften
bestimmt wurden.
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Meßpunkte, so werden die Halmeigenschaften an diesen Stehen durch lineare

Interpolation zwischen den beiden benachbarten Meßpunkten erhalten.
Unmittelbar am Boden (hj 0) kann meist nicht gemessen werden, für diesen

Punkt werden daher die Werte aus dem ersten Meßpunkt (hj) übernommen

(vgl. Fig. 4.10.). Die Durchmesser d der Teilstäbe werden für die Berechnung

des Luft- und Wasserwiderstandes benötigt, sie werden gleich dem
mittleren Durchmesser des entsprechenden Halmabschnittes gesetzt.
Die folgenden Überlegungen werden mit den Bezeichnungen der Figur 4.10.

anhand eines Beispiels mit n 3 Teilstäben und m 7 Meßpunkten gezeigt.
Die Verallgemeinerung auf andere Anzahlen ergibt sich von selbst.

4.2.3.1. Berechnung der Masse der Teilstäbe

An sich könnten die Massen der Teilstäbe gleich der Masse des entsprechenden
Halmabschnittes gesetzt werden. Sind mehr Meßpunkte als Teilstäbe vorhanden,

so kann der Halmverjüngung innerhalb des einem Teilstab entsprechenden

Halmstückes einigermaßen Rechnung getragen werden. Dazu werden die

Massen der Teilstäbe so bestimmt, daß ihr Massenträgheitsmoment bezüglich
des ersten Gelenks (Fußpunkt des Halmes) gleich groß ist, wie das der
entsprechenden Halmstücke:
Das Massenträgheitsmoment /• des Halmstücks zwischen den Meßpunkten j
und 7-1 ist mit den Bezeichnungen der Figur 4.10. gleich der Masse • Abstand
im Quadrat + das Eigenträgheitsmoment:

lj 1/2 («,,, +ßj)(hj - h}_f){(l/2 (hj + hjA')]2 + 1/12 (hj - hM')}

[kgm2] (42.99)

u-_j, H: Spezifische Masse des Schilfhalmes im Meßpunkt j-1 bzw. J [kg/m]

Für den ganzen Teilstab werden die entsprechenden Teilträgheitsmomente /
aufsummiert, wobei für die Endpunkte allenfalls die interpolierten Werte
benützt werden müssen. Das Trägheitsmoment des i-ten Teilstabes ist andererseits

(analog zu 42.99)

/,. m. {[1/2 (hiA + hj)]2 + 1/12 (hi - hi.j)2} [kg m2] (42.100)

mt Masse des i-ten Teilstabes [kg]

Gleichsetzen der beiden Trägheitsmomente und Auflösen nach m^ liefert die

gesuchte Masse des /-ten Teilstabes:
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j innerh. Teilstab i ,** ir»i\
[1/2 (/.„1 + hj)]2 + 1/12 (hi-h^y

4.2.3.2. Berechnung der Federkonstanten der Gelenke zwischen
den Teilstäben

Genau genommen sind die Federkonstanten der Gelenke gar nicht konstant,
sondern abhängig von der Verteilung des Biegemomentes über dem Stab:

Nach den Gleichungen (41.3) und (41.4) entspricht die Winkeländerung aç
der mittleren Halmkrümmung multipliziert mit der Länge des zugehörigen
Teilstücks. Nun ist diese mittlere Halmkrümmung z.B. dann größer, wenn ein

verhältnismäßig größeres Biegemoment auf eine schwächere Partei des

betrachteten Abschnittes fällt, als wenn das größere Biegemoment auf eine stärkere

Partie dieses Abschnittes fällt, selbst wenn das mittlere Biegemoment des

Abschnittes in beiden Fähen gleichgroß ist und im Gelenkpunkt dasselbe

Moment vorhanden ist.

Fast noch gravierender ist der Einfluß der einseitigen Einspannung: Eine kleine

Verdrehung nahe der Einspannstelle bewirkt eine große Verschiebung
oben. Da bei einseitiger Einspannung im allgemeinen das Biegemoment von
oben nach unten zunimmt, ist gerade im Punkt 1 (Fußpunkt), wo das

Einspannmoment über die Federkonstante c. mit dem Winkel epj verknüpft ist,
das vorhandene Biegemoment größer als das mittlere Moment des

zugehörigen Abschnittes, denn hier kann ja nur ein oberhalb des ersten
Gelenkes liegender Halmteil berücksichtigt werden. (Für die anderen Punkte
wird jeweils sowohl ein Stück oberhalb, als auch unterhalb des Gelenkes in die

Berechnung einbezogen.) Die mit c. und M1 berechnete Verdrehung <p,

wird somit etwas zu groß. Aus diesem Grunde müßten selbst bei einem homogenen,

prismatischen Halm und bei gleichlangen Teilstäben die unteren Gelenke

etwas steifer gewählt werden, um den Einfluß des nach oben abnehmenden

Biegemomentes zu kompensieren. Diese Überlegungen liegen der folgenden
Berechnung der Federkonstanten c( zu Grunde:

Man berechnet für eine möglichst repräsentativen Lastfall die Biegelinie des

wirklichen Halmes und bestimmt die Federkonstanten so, daß unter der
gleichen Belastung die Durchbiegung in den Gelenkpunkten gleich wie jene des

wirklichen Halmes ist, daß also das Mehrstäbemodeh die wirkliche Biegelinie
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M M <vj s

f\
SV Halm

(Biegelinie)
Stab 1

b.-li "1 ft12 2

Stab 2

bZ Ò2^J9
Stab 3

iegemoment M

*- z

Durchbiegung 6

Fig. 4.11. Definitionsskizze zur Berechnung der Federkonstanten. Diese werden so
bestimmt, daß die Gelenke des Modells beim angenommenen Lastfall auf der wirklichen
Biegelinie liegen (Sehnenpolygon).
(Figur ist in ^-Richtung stark überhöht gezeichnet.)

durch ein Sehnenpolygon annähert (vgl. Fig. 4.11.). Weil es hier darum geht,
die elastischen Eigenschaften des Mehrstäbemodells zu bestimmen und nicht

um effektive Verformungsberechnungen, können wir uns hier auf "kleine"

Durchbiegungen beschränken und mit den Beziehungen der klassischen Statik
rechnen (Linearität zwischen Belastung und Durchbiegung, Verschiebung in

z-Richtung vernachlässigbar): Gibt das Modell die elastischen Eigenschaften
des Halmes richtig wieder, so werden sich die zusätzlichen Einflüsse großer

Verformungen bei Halm und Modeh in derselben Weise auswirken. Dann

kann

sin(pk (pk (42.102)

gesetzt werden, woraus mit den Bezeichnungen der Fig. 4.11. folgt:

8t Xlk<pk (42.103)
i=l

Nach (41.3) ist (mit M Biegemoment im betreffenden Gelenkpunkt)

Mi ' Mk
<Pt ZT + <Pi-i X —* (42.104)
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Gleichung (42.104) eingesetzt in (42.103) liefert für die Durchbiegungen «5,

des Modehs

i k ftf
Si I(lkX-L) Si (42.105)

A=l 1=1 cl

Mit <5, sind die für den wirklichen Halm gerechneten Durchbiegungen
bezeichnet, welche gemäß den getroffenen Annahmen in den Gelenkpunkten des

Modehs gleich groß wie jene des Modehs sein sollen. Aus (42.105) läßt sich

die folgende Formel zur rekursiven Bestimmung der c, herleiten:

(42.106)— —[St -(Sn+ liX -^)]
C; /,- fcl Ck

*<Pl

woraus

A(Pi
(42.107)

Das in den obigen Gleichungen vorkommende Biegemoment M ergibt sich

aus dem zur Berechnung angenommenen Lastfah. In Versuchen hat sich

gezeigt, daß die Annahme eines von der Halmspitze nach unten quadratisch
zunehmenden Biegemomentes günstig ist, was einer gleichmäßig verteilten

Belastung entspricht, denn die daraus resultierenden c-Werte stehen auch bei

anderen Lastfällen eine sehr gute Näherung dar. So unterscheiden sich

beispielsweise bei einem homogenen, prismatischen Stab, der in 2/3 seiner Höhe

mit einer Einzelkraft belastet wird, die Durchbiegungen des Modells mit drei

gleichlangen Teilstäben nur um maximal 2,2 % vom Sehnenpolygon des

wirklichen Stabes. Da unter den obgenannten Voraussetzung Belastung, Moment
und Durchbiegung zueinander direkt proportional sind, muß das angenommene

Biegemoment nicht als absolute Größe, sondern nur in seinem relativen
Verlauf festgelegt werden.
Die Berechnung der Biegelinie (5, des wirklichen Halmes aus dem

angenommenen Biegemoment erfolgt am einfachsten mit Hilfe der Mohr'schen

Analogie (vgl. z.B. Stüssi 1962). Danach erhält man die Durchbiegungen
eines Trägers, wenn man diesen mit dem (vorhandenen) Biegemoment, dividiert

durch die lokale Biegesteifigkeit E-J "belastet" und das dieser
"Belastung" entsprechende "Biegemoment" berechnet. Die Neigung der wirklichen
Biegelinie entspricht der auf dieselbe Weise erhaltenen "Querkraft". Die

Lagerung des zu dieser Berechnung verwendeten "Analogieträgers" muß so ge-
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wählt werden, daß die Randbedingungen des wirklichen Trägers erfüllt werden.

So entspricht zum Beispiel eine feste Einspannung des wirklichen
Trägers einem freien Ende des Analogieträgers und umgekehrt (am
eingespannten Ende des wirklichen Trägers sind Durchbiegung und Neigung gleich
0, am freien Ende des Analogieträgers sind "Biegemoment" und "Querkraft"
gleich 0).
Da die Biegesteifigkeit des Schilfhalmes nur in einzelnen Punkten bekannt ist,
fassen wir die über den ganzen Stab verteilte "Belastung" zweckmäßigerweise
zu Knotenlasten zusammen (analog wie bei der Berücksichtigung des Wasser-

und Luftdruckes in der Bewegungsgleichung des Halmes, Kap. 4.2.2.2.). Es

kann gezeigt werden, daß sich der Einfluß der elastischen Einspannung des

Halmes im Untergrund (vgl. Teil III, Kap. 5.) ebenfalls berücksichtigen läßt,
indem man am Fußpunkt zusätzlich zur entsprechenden Knotenlast noch eine

weitere "Einzellast" vom Betrag Mx/cE einführt (Mx Biegemoment am
Fuß des Halmes, cE Einspanngrad nach Teil HI, Kap. 5.).

4.2.2.3. Abschätzung der Dämpfungskonstanten der Gelenke

Die Dämpfungskonstanten können nur grob geschätzt werden, da sich
angesichts ihrer geringen Bedeutung der Aufwand einer genaueren Bestimmung
nicht lohnt (der dämpfende Einfluß des Wasser und Luftwiderstandes ist viel
größer).
Um einen Anhaltspunkt über die Größenordnung zu erhalten, betrachten wir
zunächst ein einzelnes Gelenk mit dem dazugehörigen Teilstab, also ein Modell

mit nur einem Teilstab. Die Bewegungsdifferentialgleichung für dieses

reduzierte Modeh lautet:

I-ç" + d-(p +c-c 0 (42.108)

j Drehwinkel des Stabes
d Dämpfungskonstante des (Fuß-)Gelenks
c Federkonstante des (Fuß-)Gelenks
/ Massenträgheitsmoment des Stabes bezüglich des Fußpunktes

ml2/3
m Masse des Stabes

/ Länge des Stabes

(42.108) ist entspricht genau der Bewegungsgleichung eines schwingenden
Massenpunktes und kann geschlossen integriert werden (vgl. Ziegler 1966).
Aus dieser Lösung kann das sogenannte logarithmische Dekrement d
berechnet werden. Dieses ist der natürliche Logarithmus des Verhältnisses zwei-
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er aufeinanderfolgender Maximalausschläge und somit ein Maß für die innere

Dämpfung. Um dieselben Ausdrücke wie Ziegler zu verwenden setzen wir

— 2 y (42.109)

und

— =k2 (42.110)

Dann wird das logarithmische Dekrement gleich

2ny
d, — r-— (42.111)L J(K2-f)

Andererseits läßt sich das logarithmische Dekrement ziemlich leicht
experimentell abschätzen: Man versetzt den Stab in Schwingung und zählt die Anzahl

n der Schwingungen, bis die Amplitude z.B. auf a 1/10 oder 1 % des

ursprünglichen Ausschlages gesunken ist. Aus der Definition des logarithmischen

Dekrementes folgt dann

d, — Ina (42.112)
n

Ist dL bekannt, so kann (42.111) nach /aufgelöst werden, dies wiederum
ergibt nach (42.109) die Dämpfungskonstante d:

2^(d)dL 2n/(rf-)dL
d =— (42.113)

V(4 7t2 + (92) V(4jt2 + <?2)

Damit kann die Dämpfungskonstante aher Teilstäbe berechnet werden, indem

man Federkonstante c( und Masse /n, der betreffenden Teilstäbe in diese

Gleichung einsetzt, für das logarithmische Dekrement kann immer derselbe Wert

genommen werden, da nicht anzunehmen ist, daß die innere Dämpfung sich

entlang dem Halm wesentlich ändert und weil, wie bereits gesagt, die Bedeutung

der inneren Dämpfung gegenüber der Dämpfung durch den Luftwiderstand

in den Hintergrund tritt.
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4.3. LÖSUNG DER BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

4.3.1. Numerische Integration des Differentialgleichungssystems

Die Bewegungsgleichungen eines Schilfhalmes unter der Einwirkung von
Wind, Wehen und Treibzeug (Gleichung 42.86) lassen sich durch Auflösung
nach <p" allgemein als Gleichungssystem der Form

<p" =f(q>,(p',t) (43.1)

t Zeitfs]

darstellen. Dies ist ein Gleichungssystem von n gewöhnlichen
Differentialgleichungen, wenn n die Anzahl Teilstäbe des Modehs bezeichnet. Es sind

Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit nicht konstanten Koeffizienten.
Solche Gleichungssysteme lassen sich nur in Sonderfähen explizite lösen, ganz
abgesehen davon, daß auch die Auflösung der Gleichung (42.86) in die Form
(43.1) für n > 2 kaum mehr explicite zu bewerkstelligen ist.

Zur numerischen Integration von Differentialgleichungssystemen gibt es

mehrere bewährte Algorithmen (vgl. z.B. Dankert 1977). Ein Kriterium zur
Wahl des Verfahrens ist in unserem Fah die Tatsache, daß die Funktionswertberechnung

(Gleichung 43.1) sehr aufwendig ist, denn dazu muß zuerst das

Gleichungssystem (42.86) mit den (zeitlich veränderlichen) Matrizen Mc,
Lc, und £2 und der Störfunktion \\r (Berechnung der äußeren Kräfte und
ihres Einflusses) aufgestellt und nach q>" aufgelöst werden. Dies verlangt eine
sehr große Zahl von Rechenoperationen. Darum fällt das Verfahren Runge-
Kutta außer Betracht, da es pro (Rechen-)Zeitschritt vier Funktionswertberechnungen

verlangt. Nur zwei solcher Berechnungen benötigt der bei
Dankert (1977) als Verfahren von Hamming bezeichente Algorithmus. Dabei
handelt es sich um ein Praedictor-Corrector-Verfahren. Ausgehend von
den zur Zeit t bekannten Werten von <p und den zugehörigen Ableitungen
<p° und (p" werden zur Berechnung von <p(t+At) auch die Ableitungen
q>'(t+At) und (p"(t+At) benötigt, was aber nach (43.1) die Kenntnis von
(p(t+At) voraussetzt. Diese Werte müssen daher zunächst geschätzt werden

(Praedictor), worauf dann der "eigentliche" Vektor (p(t+At), der Corrector,
berechnet wird. Es versteht sich von selbst, daß der Corrector wiederum als

Praedictor verwendet werden kann, daß also der Schritt so lange wiederholt
werden kann, bis eine genügende Genauigkeit erreicht ist, d.h. bis sich
Praedictor und Corrector höchstens um einen festgesetzten (kleinen) Wert
unterscheiden. Mit der Wiederholung des Rechenschrittes müssen jedoch wieder



231

neue FunktionsWertberechnungen nach (43.1) durchgeführt werden, was den

Vorteil dieses Verfahrens gegenüber dem nach Runge-Kutta wieder zunichte
macht. Da bei der Methode von Hamming Praedictor und Corrector während
eines Berechnungsschrittes noch zusätzlich verbessert werden, ist eine solche

Wiederholung bei geeigneter Wahl der Schrittweite At nicht nötig. Die
Funktionsberechnung wird somit nur je einmal für den verbesserten Praedictor
und den verbesserten Corrector durchgeführt.
Das Verfahren von Hamming wird bei Dankert (1977) ziemlich ausführlich
beschrieben, allerdings für Differentialgleichungen erster Ordnung. Die
Erweiterung auf solche zweiter Ordnung ist einfach möglich und wird im
folgenden rezeptartig kurz vorgestellt. Damit die Gleichungen nicht wegen vieler

Indices allzu unübersichtlich werden, lassen wir im folgenden den Index /

(bezogen auf die Gleichung für den i-ten Teilstab und seinen Drehwinkel <pj)

weg, denn im Gleichungssystem (43.1) kommen in jeder Gleichung nur
Funktionen der betreffenden (i-ten) Lagekoordinate und ihrer Ableitungen vor.
Jede dieser Gleichungen (43.1) kann deshalb für sich integriert werden. Auch
die Lagekoordinaten des Treibzeugs (xT, zT) werden auf diese Art durch

Integration der Differentialgleichungen (33.9) und (33.15) mit Berücksichtigung

von (42.87) und (42.88) erhalten, indem in den folgenden Formeln (p

durch xrund zT ersetzt wird.
Die Zeit wird nachstehend mit dem Index j bezeichnet, und zwar gilt für den

Zeitpunkt t der Wert j, für den Zeitpunkt t + At der Index j+1, für t - At

steht 7-1 usw. Der Praedictor für tp (und damit für jcrund zT) sei p, der
Corrector analog c, für die Winkelgeschwindigkeiten cp' (und damit für xf
und zf) stehen entsprechend p und c. Für den Zeitpunkt j seinen alle Größen

bekannt. Damit wird

Pj+i (pj.3 + 4/3At(2(pf-(pj_1"+2(pj_2-) (43.2)

Praedictor Winkelgeschwindigkeit

Pj+Uv Pj+{ +U2I121 (cj-pj) (43.3)

Verbesserter Praedictor Winkelgeschw.

Pj+i <Pj-3 + 4/3 At < 2<Pj- <Pn + 2<Pj-2 > <43-4)

Praedictor Winkel

cj+in l/8[9ç.r^.2+34t(p;.+1/;+2ç);-ç)J,,-)] (43.5)

Erster Corrector Winkel

<7+i/v ^+1/1-9/121 (Cy+1/1-p>+1) (43.6)

Verbesserter erster Corrector Winkel
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ty+l/l" /(c>+l/vP,+ l/v'+4') (43-7>

Erste Funktionswertberechnung

Cj+l- l/S[9(pj-(pj_2 + 3At((pj+ul"+2çf-(pj_l")] (43.8)

Corrector Winkelgeschwindigkeit

<Pj+j C;+1--9/121(c/+1--p/+1-) (43.9)

Verbesserter Corrector Winkelgeschwindigkeit

cJ+1 l/&[9<pj-(pj_2+3At((pj+j + 2<pj-(pH)] (43.10)

Corrector Winkel

<Pj+i cj+1-9/l2l(cj+l-pj+l) (43.11)

Verbesserter Corrector Winkel

<P}+f A<Pj+l,<PJ+l\t+At) (43.12)

Zweite Funktionswertberechnung

Pj+2 <Pj_2 + WAt(2<pJ+l"-(pf+2<pjf) (43.2)

Beginn nächster Zeitschritt

Wie aus den obigen Gleichungen hervorgeht, funktioniert dieses Verfahren

erst für y > 3. Für die ersten drei Zeitschritte müssen die Werte in einer
sogenannten Anlaufsrechnung nach einem anderen Verfahren mit entsprechender

Genauigkeit berechnet werden. Dafür eignet sich die schon genannte Methode
nach Runge-Kutta, die keine spezielle Anlaufsrechnung benötigt. Weil nur
drei Zeitschritte berechnet werden müssen, fällt der Nachteil dieser Methode,
die doppelte Anzahl von Funktionswertberechnungen, gegenüber dem
Gesamtrechenaufwand nicht ins Gewicht.

4.3.2. Programmierung

Bei der Programmierung geht es darum, alle in den vorangehenden Kapiteln
beschriebenen Berechnungen miteinander zu verbinden und in eine für den

Computer lesbare Sprache zu übertragen. Dazu wurde die Programmiersprache

FORTRAN IV extended für die CDC 6500 des Rechenzentrums der ETH
verwendet, wo das Programm entwickelt und angewendet wurde. Es existiert
auch eine Version in FORTRAN 77 für den Macintosh SE bzw. Macintosh LI.

Um verschiedenen Wellentheorien Rechnung tragen zu können, wurden drei
Varianten dieses Programms hergestellt, nämlich eine für die lineare Theorie,
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eine für Stokes III und eine für die Darstellung der Wellen in Form eines

Spektrums. Die erste und dritte Variante unterscheiden sich nur dadurch
voneinander, daß beim Spektrum mehrere sinusoidale Wellen überlagert werden,

was lediglich die Wiederholung bestimmter Schritte und Summierung der

entsprechenden Zwischenresultate verlangt. Diese beiden Varianten werden
daher im folgenden nicht mehr unterschieden.

Der Übersichtlichkeit halber (vgl. Fig. 4.12.) ist das Programm aufgegliedert
in ein Hauptprogramm und eine Reihe von Unterprogrammen (SUBROUTINEN).

Die Berechnung von Wasserteilchengeschwindigkeit, -beschleunigung
und Wasserspiegelhöhe geschieht in den Varianten 1 und 3 mit FUNCTION-

Unterprogrammen, die in der Figur als dünn gezeichnete Rechtecke eingetragen

sind. Die übrigen Programmsegmente (Hauptprogramm und Unterprogramme)

sind als vereinfachte Flußdiagramme gezeichnet, die mit einem
Namensschild beginnen und mit einem Kreis enden. Der Rücksprung in das

aufrufende Programmsegment erfolgt normalerweise am Schluß des Unterpro-

grammes und führt zum Ort des Aufrufs zurück. Nur dort wo dies nicht der
Fall ist (je beim ersten Aufruf der Subroutinen WELLE und DARST), ist der

Rücksprung mit einem speziellen Pfeil gekennzeichnet. Im einzelnen
geschieht folgendes:
Das HAUPTPROGRAMM beginnt mit dem Einlesen der Modellparameter
Zeitintervall ta, te der Berechnung, Zeitschritt At, Zeitintrevah t int für die Ausgabe

der Resultate, Anzahl nH Halme, Anzahl n der Teilstäbe des Modells,
Anfangsbedingungen für die Lagekoordinaten der Teilstäbe (Neigungswinkel
(p und Winkelgeschwindigkeit tp'), Anfangslage xT und Anfangsgeschwindigkeit

xf des Treibzeugs. Aus programmtechnischen Gründen wird Einlesen

der Modellparameter fortgesetzt in der Subroutine MATRIX mit Längen /
der Teilstäbe, Durchmesser D der Teilstäbe, Anzahl Meßpunkte mit bekannten

Halmeigenschaften (vgl. Kap. 4.2.3.1. und 4.2.3.2.), für jeden dieser
Punkte Höhe h über Grund, spezifische Masse V una" lokale Biegesteifigkeit
E-J, logarithmisches Dekrement d der Eigenschwingung (vgl. Kap.
4.2.3.3.), Einspanngrad cE des Hahnes im Boden (vgl. Teil III, Kap. 6.).
Dann übernimmt wieder das HAUPTPROGRAMM das Einlesen der Wassertiefe

d, der Wellenperiode Tw, der Wehenhöhe H, der Erdbeschleunigung g, von
Masse MT und Eintauchtiefe AT des Treibzeugs, des Schubkoeffizienten Gd
und des Massekoeffizienten Gm des Treibzeugs (vgl. Kap. 3.2.1.3. und
3.2.1.4.), des Gleitreibungsbeiwertes V\ zwischen Halm und Treibzeug (Gl.
42.71), der Dichte pT des Treibzeugs, des Zusammendrückmoduls E
aN/8 und des Reduktionsfaktors fel für die Zusatzkraft aN bei rücklaufiger
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Ç HAUPTPROGRAMM

Daten einlesen MATRIX

Berechnung
m.t, ct, dt, coi2

5
WELLE

REGFA
Wellenparameter
Stokesparameter

GLEICH

Regula falsiEingabedaten
ausdrucken 5 Funktionsweit

für Reg. falsi"5

PRECOR

Wasser-, Luftdruck
Treibzeug relativ

zum Halm
Schnittpunkt Halm-

Wasserspiegel

5
t=t

FUNK

Anlaufrechnung
(Runge-Kutta) t

t tprint

t t+At

+3A1

Integration der
Diff.-Gl. mit

Praedictor-Correct.

print

t t+At

Berechnung von
(p'X<P, <P.O

Kraft zwischen
Halm und
Treibzeug

Mc,a

ujx.t)
v(*.Q

»"(*¦•)

Zlx.t)

~5
etx.1)

Berechnung y/T"
Mc-Lc

ö STOER2

STOER3 Einfluß Treibz. y/T

Wasser u. Wind
w+t

öò CHOLZ

DARST Cholesky-
Zerlegung

5Kopf für Pnnt-Plot VOREN

RUEEIN Vorwärtseinsetzen

5Rückwärtseinsetzen

5

Print-Plot der
Halmbewegung
Schreiben der q>

aufTAPE3

Ò

Fig. 4.12. Schema des Rechenprogramms zur Simulation der Bewegungen eines
Schilfhalmes (Erklärung s. Text).
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Bewegung (Kap.4.2.2.4.), der Dichte pw des Wasers und pt der Luft, des

Widerstandskoeffizienten cw für das Wasser (Kap. 3.2.1.3. und 3.2.1.4.) bzw.

C; für die Luft (Kap. 3.1.) und schließlich der Windgeschwindigkeit ut. Der
Bereich in x-Richtung, der auf dem Printplot ausgedruckt werden soll, wird
beim ersten Aufruf von der Subroutine DARST eingelesen.
Nachdem das Hauptprogramm die erste Gruppe der Eingabedaten gelesen hat,

ruft es die Subroutine MATRIX auf, in welcher aus den Halmeigenschaften die

Massen mt der Teilstäbe gemäß Kapitel 4.2.3.1., Gleichung 42.101, die
Federkonstanten c(nach den Gleichungen (42.106) und (42.107) des Kapitels
4.2.3.2. und die Dämpfungskonstanten ti,, nach Gleichung (42.113) (Kap.
4.2.3.3.) berechnet werden. Mit diesen Werten erzeugt MATRIX dann die
Matrizen rund A (Kap. 4.2.1., Gleichungen 42.34 - 42.35 und 42.46 bzw.
42.37. 42.39 und 42.45) und berechnet die konstanten Glieder (0^ der Matrizen

Mc und £2 (Kap. 4.2.1., Gleichungen 42.14 - 42.17 und 42.32 - 42.33).
Ein erster Aufruf der Subroutine WELLE berechnet aus den eingegebenen

Wellenkenngrößen in der Variante für die lineare Theorie die Wehenlänge
nach Gleichung (32.94). Die Variante für die Stokes'sche Theorie dritter
Ordnung berechnet die Wehenlänge aus (32.107 - 32.111). Diese Gleichungen
werden numerisch mit Hilfe der Regula falsi in den Subroutinen REGFA und

GLEICH gelöst. Zusätzlich berechnet WELLE in dieser Variante noch die

notwendigen Stokesparameter Çx 3 und ux 3 (Gleichungen 32.157 - 32.159
bzw. 32.162-32.164).
Anschließend druckt das HAUPTPROGRAMM die Eingeabedaten und die daraus

abgeleiteten Größen aus.

Die Kontrohe geht nun über auf die Subroutine PRECOR, welche den im vorigen

Kapitel beschriebenen Algorithmus (Gleichungen 43.2 - 43.12) zur
Integration des Differentialgleichungssystems (42.86) samt der notwendigen
Anlaufsrechnung nach Runge-Kutta ausführt. Die Subroutine PRECOR ist so

aufgebaut, daß die Funktionswerte «p'nach Gleichung (42.1), d.h. als Lösung des

Gleichungssystems (42.86), in einem weitem Unterprogramm, der Subroutine

FUNK, berechnet werden. Darin werden zunächst die Matrizen Mc und £2

mit (42.43) respektive (42.44) erzeugt, indem die bereits in MATRIX berechneten

(konstanten) ©• mit den zugehörigen (zeitabhängigen) c^ (42.9) und

Si,(42.19) multipliziert werden. Die Mulitplikation der Matrizen ß, Fund
A mit ç'2, (p bzw. q> liefert einen ersten Beitrag zu dem die rechte Seite

des Gleichungssystems (42.86) bildenden Vektor. Dazu wird noch ein Vektor

y/_ (Gleichung 42.94 - 42.96) für die Berücksichtigung des Halmeigengewichtes

addiert. Die für die weitere Rechnung notwendigen Grundlagen
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werden durch einen Aufruf der Subroutine WELLE bereitgestellt, nämlich die

Lage des Schnittpunktes Halm-Wasserspiegel, sowie die Kräfte aus Wasser-

und Luftdruck (Knotenlasten je unten, in der Mitte und oben an jedem
Teilstab).

Der Schnittpunkt Halm-Wasserspiegel wird iterativ bestimmt. Zuerst wird
von unten jener Teilstab gesucht, welcher den Wasserspiegel durchstößt (d.i.
der erste Stab, dessen oberes Ende über dem Wasserspiegel liegt). Die Kote
des Wasserspiegels zs(x,t) ist durch die Wassertiefe d und die aktuelle Erhebung

bzw. Absenkung des Wasserspiegels gegenüber der Ruhelage C,(x,t)

bestimmt [zs(x,t) d + Ç(x,i)]. Dazu werden die Gleichungen (32.143) für die

lineare Theorie, bzw. (32.156) für die Theorie dritter Ordnung verwendet.

Während die Berechnung der Wasserspiegellage nach der linearen Theorie
mit einer einfachen Anweisungsfunktion in der Subroutine WELLE möglich
ist, ruft die Variante für die Theorie dritter Ordnung hiezu das in der Figur
4.12. mit dünner Umrandung eingezeichnete, entsprechende FUNCTION-Un-

terprogramm auf. Dasselbe gilt für die Wasserteilchengeschwindigkeiten
u(x,z,t) und v(jE,z,i*), welche zur Berechnung der Wasserdrücke auf die

Teilstäbe benötigt werden (Gl. 32.144 - 32.145 für die lineare Theorie, Gl.
32.160 - 32.164 für Stokes IH). Das zu diesen Funktionen benötigte Argument
6(x,t) (Gl. 32.142) wird bei der linearen Theorie ebenfalls mit einer einfa
chen Anweisungsfunktion in der Subroutine WELLE berechnet, in der Variante

mit Stokes III dagegen ist darum ein FUNCTION-Unterprogramm notwendig,

weil es von verschiedenen Programmsegmenten aufgerufen wird. Die
Wasser- und Luftdrücke (die Windgeschwindigkeit «, ist konstant und gehört
zu den Eingabedaten) werden mit (32.44) bzw. (31.2) berechnet, die
entsprechenden Knotenlasten mit (42.89 - 42.91).
Im Fähe wo Treibzeug vorhanden ist (MT *¦ 0), wird dessen Lage relativ zum
Halm berechnet (Lagekoordinate r auf dem entsprechenden Teilstab, Fig.
4.6., und "Eindringtiefe" 8 nach Kap. 4.2.2.4., beide bestimmt aus den absoluten

Lagekoordinaten xT und zT des Treibzeugs). Auch der durch die lokale

Halmkrümmung (entsprechend der "Eindringtiefe", vgl. Kap. 4.2.2.4.)
bedingte Anteil aN der Normalkraft N zwischen Halm und Treibzeug wird
hier berechnet.

Damit sind die notwendigen Grundlagen vorhanden, die Berechnung wird
von der Subroutine FUNK fortgesetzt, welche durch Aufruf von STOER1,
STOER2 und STOER3 das zu lösende Gleichungssystem (42.86) vervollständigt.

STOER1 berechnet mit (42.85) die Koeffizientenmatrix Lc der linken Seite
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der Bewegungsdifferentialgleichung (42.86). Die Subroutine STOER2
berechnet das "Störglied" y/T' (Anteil des Treibzeugs am Belastungsvektor, Gl.
42.84) und addiert ihn zu dem bereits berechneten Anteil des Vektors auf der
rechten Seite von (42.86). Als letzter Beitrag ist noch der direkte Einfluß
\]/w+l(Gl. 42.92 - 42.93) der Wasser- und Luftdrücke zuzuzählen, was in der
Subroutine STOER3 geschieht.
Damit ist das (lineare) Gleichungssystem (42.86) vollständig und muß nun
nach (p" aufgelöst werden. Aus der Menge der dafür zur Verfügung stehenden

Algorithmen wählten wir das in Dankert (1977) beschriebene Verfahren
mit der Cholesky-Zerlegung. Dabei wird die (symmetrische) Koeffizientenmatrix

der linken Seite von (42.86) so in ein Produkt zweier Dreiecksmatrizen

zerlegt, daß die eine gleich der transponierten Darstellung der anderen ist.
Schreiben wir (42.86) in der vereinfachten Weise

A <p b (43.13)

so erzeugt die Cholesky-Zerlegung daraus

RTR ç.- b (43.14)

wobei R eine Dreiecksmatrix ist. Faßt man R q>" zu einem neuen Vektor v

zusammen, so kann das daraus entstehende Gleichungssystem

RTy b (43.15)

leicht nach v aufgelöst werden, da wegen der Dreiecksform von RT die erste

Gleichung nur eine Unbekannte hat, die sofort bestimmt werden kann. Bei
jeder folgenden Gleichung tritt jeweils eine neue Unbekannte dazu, die dann
ebenfalls sofort berechnet werden kann. Diesen Prozeß nennt man
Vorwärtseinsetzen. Der Vektor wird dann als Lösung des Gleichungssystems

R q>" v (43.16)

gewonnen. Dies geschieht gleich wie bei der Lösung von (43.15), nur daß wegen

der zu RT gespiegelten Form von R mit der letzten Gleichung begonnen
wird, der Prozeß heißt entsprechend Rückwärtseinsetzen. Diesen
Algorithmus führen die Subroutinen CHOLZ, VOREIN und RUEEIN durch, deren

Benennungen für sich selbst sprechen. Diese drei Unterprogramme konnten
unmittelbar aus Dankert (1977) übernommen werden.

Obwohl das soeben beschriebene Verfahren auf den ersten Blick kompliziert
aussieht, ist nach Dankert der Rechenaufwand nur etwa halb so groß, wie
beim allgemeiner bekannten Gauß-Algorithmus.
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Mit diesen Operationen ist das Gleichungssystem (42.86) in die für die

Integration notwendige Form (43.1) übergeführt. Die Beschreibung dürfte klar
gemacht haben, wie aufwendig die Funktionswertberechnung ist, weshalb für
die Integration das Verfahren von Hamming benutzt wurde, welches pro
Integrationsschritt nur zwei solcher Funktionswertberechnungen verlangt, während

die hier nur in der Anlaufsrechnung verwendete Methode nach Runge-
Kutta pro Integrationsschritt viermal die Berechnung von <p" benötigt.
Das ganze Procedere der Subroutine PRECOR (Integration von 42.86) wird
für das in den Eingabedaten festgelegte Zeitintervall ta bis te mit dem ebenfalls

in der Eingabe anzugebenden Integrationszeitschritt At ausgeführt. Dabei

wird periodisch, jeweils nach einem einzugebenden Zeitintervall t rint die
Subroutine DARST zur Ausgabe und Darstellung der Resultate aufgerufen.
Beim ersten Aufruf dieses Unterprogramms wird der Kopf des Print-Plots
für die Darstellung der Halmschwingung erzeugt. Diese wird bei den folgenden

Aufrufen der Subroutine DARST dargesteht, und zwar so, wie sich die
Situation einem senkrecht von oben schauenden Beobachter darbietet, d. h., es

werden die x-Koordinaten der Endpunkte der Teilstäbe, des Schnittpunktes
Halm-Wasserspiegel und des Treibzeugs dargesteht (s. Fig. 4.13.). Zusätzlich
werden die numerischen Werte der Drehwinkel (p der einzelnen Teilstäbe
sowie die beiden Lagekoordinaten des Treibzeugs (xT und zT) im verwendeten

Maßsystem (durch die Einheiten der Eingabedaten definiert) auf ein besonderes

File (TAPE3) geschrieben. Beim letzten Aufruf der Subroutine DARST
werden die Drehwinkel der Teilstäbe, die beiden Lagekoordinaten des

Treibzeugs, die Winkelgeschwindigkeiten der Teilstäbe, die Geschwindigkeit des

Treibzeugs in x-Richtung und die Normalkraft zwischen Halm und Treibzeug

(allenfalls der letzte berechnete Wert, fahs das Treibzeug zu diesem

Zeitpunkt den Halm nicht berührt) ausgedruckt. Dazu kommen noch je die
Maximal- und Minimalwerte der Drehwinkel und Auslenkungen (x-
Richtung) der Teilstäbe, die maximalen Momente in den Gelenkpunkten
sowie das quadratische Mittel je des positiven und des negativen Biegemomentes
und der positiven und negativen Auslenkung der Stabenden.
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4.4. BEISPIELE UND DISKUSSION

4.4.1. Beispiele

Als Beispiele für die Anwendung des mathematischen Modehs wählten wir
zwei Standorte des Schilffeldes Altenrhein, nämlich die als Fläche 1.2 und
Fläche 4.3 bezeichneten Stellen (Beschreibung und Lokalisierung s. Teil HI,
Kap. 3.4.1.). Unmittelbar aus den im Teil DT beschriebenen Festigkeitsversuchen

ließen sich die Werte für Biegesteifigkeit, Festigkeit und Durchmesser

entnehmen (vgl. Teil in, Tab. 3.1., 3.5. und 3.6.; dort sind allerdings nur die

Werte der drei untersten geprüften Halmstücke aufgeführt). Die spezifische
Masse bestimmten wir mit einer Regressionsgleichung, für welche die Werte

aus einer Anzahl Proben verschiedener Flächen verwendet wurde:

V 0,422 D2-ue0-mih [g/cm(!)] (44.1)

ß spezifische Masse [g/cm]
D Halmdurchmesser [cm]
h Höhe über Grund [cm]

Der Einspanngrad cE folgt ebenfalls aus einer Regressionsgleichung, der

Gleichung (IH 5.11):

cE 0,06542 [cm'1] -E-J [N-cm/rad] (44.2)

cE Einspanngrad [N-cm/rad]
E-J Biegesteifigkeit des Halmes am Fußpunkt [N-cm2]

Für die Berechnung der Dämpfungskonstanten wurde ein logarithmisches
Dekrement von dL 0,46 festgelegt, was bedeutet, daß sich bei der

Eigenschwingung die Amplitude mit jedem Ausschlag auf 63% der vorhergehenden
verkleinert und daß nach 10 Schwingungen die Amplitude auf 1% des

ursprünglichen Wertes abgesunken ist.

Der Reibungsbeiwert zwischen Halm und Treibzeug wurde (willkürlich) zu

Vi 0,4 [-] (44.3)

/z, Gleitreibungszahl Verhältnis zwischen Normaldruck und Rei¬

bungskraft, wenn die beiden Körper aufeinander gleiten

festgelegt, was bedeutet, daß das Treibzeug auf einer mit 40% (gegenüber der

Waagrechten) geneigten Fläche von Schilfhalmen gerade abzurutschen

beginnt.

Die aus den Halmeigenschaften resultierenden Modellparameter wurden nach

Kap. 4.2.3. berechnet und sind in der Tabelle 4.1. zusammengesteht. Die Fe-
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Tab. 4.1. Halmeigenschaften und Modellparameter der für die Rechenbeispiele verwendeten

Fälle (Festigkeitswerte aus den Versuchen mit Schilf aus Altenrhein, vgl. Teil III,
Tab. 3.1., 3.5. und 3.6.)

hj Höhe [cm] über Grund am Halm ht Höhe [cm] des Gelenkpunktes über Grund
D Halmdurchmesser [mm] £>,- Durchmesser [mm] des Teüstabes

/j.. Spezifische Masse [g/cm] m; Masse [g] des Teilstabes
E-J. Biegesteifigkeit [N-cm2] c; Federkonstante [N-cm/rad] des Gelenks

MGr Grenzmoment [N-cm] dL Dämpfungskonstante [N-cm-s/rad]
MBr Bruchmoment [N-cm]

Fläche 1.2, 13.6. dSee 70 cm

Halm Modell (4 Teilstäbe) Festigkeit

hJ DJ h E-J. hi »t mi ci d; MGr MBr

0

10,90 13,75

496 0,661 99 190

18 10,85 0,47 17700 87 167

30

10,50 18,60
502 1,290 76 150

67 10,05 0,35 12'800 43 108

80

9,80 19,30

193 1,140 37 97

127 9,80 0,27 5'900 17 56

150

(220)
6,00 8,86

70 0,465
187 8,00 0,15 2'020
220 [0] [0,01] [100]

Fläche 1.2, 27.6. dSee 90 cm

0

11,40 18,80

857 1,350 180 370

40

11,00 25,20
773 2,320 170 300

50 11,40 0,47 32'450 156 288
91 11,00 0,39 28730 104 219

100

10,00 22,00
370 1,930 100 200

146 10,00 0,27 18'000 59 122

180

(292)

6,00 12,70

142 1,270
198 9,00 0,18 8'560
239 8,30 0,14 4'610
292 [0] [0,01] [100]
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Tab. 4.1. (Fortsetzung)
h: Höhe [cm] über Grund am Halm h. Höhe [cm] des Gelenkpunktes über Grund

Dj Halmdurchmesser [mm] D; Durchmesser [mm] des Teilstabes

ßj Spezifische Masse [g/cm] m-, Masse [g] des Teilstabes
E-J- Biegesteifigkeit [N-cm2] c- Federkonstante [N-cm/rad] des Gelenks

MCr Grenzmoment [N-cm] d. Dämpfungskonstante [N-cm-s/rad]
MBr Bruchmoment [N-cm]

Fläche 1.2, 23.7. dSee 90 cm

Halm Modell (4 Teilstäbe) Festigkeit

»J DJ h E-J. *l Di mi ci d; MGr MBr

0
11,00 18,80

976 1,450 210 440

20 11,00 0,49 37'288 207 401

40

10,60 22,30

868 2,220 200 370

65 10,60 0,39 35750 200 324
100

9,50 19,10

455 1,990 165 260

119 10,00 0,29 27'670 146 231

170 8,80 0,19 15700
180

(289)
7,00 10,90

162 1,220
219 8,30 0,14 7'615
289 [0] [0,02] [200]

Fläche 4.3, 13.6. dSee 70 cm

0
8,70 8,70

318 0,421 70 150

12 8,70 0,30 12'960 64 140

30

8,50 12,40

665 1,210 53 120

79 8,30 0,22 7'868 22 69

80

8,00 12,80

110 0,700 22 69

123 8,00 0,18 4712 17 56

150

(225)
7,00 6,86

56 0,393
179 7,50 0,13 1'899
225 [0] [0,01] [100]

Fläche 4.3, 27.6. dSee 90 cm

0

9,80 14,70

600 1,000 130 220
33 9,80 0,37 2F830 108 188

40

9,30 17,70

447 1,420 100 180

82 9,30 0,28 17'880 78 141

100

8,70 15,60

234 1,210 65 120

138 8,75 0,21 11'130 37 88

175

(278)
6,00 10,30

109 0,920
217 8,10 0,14 3'800
278 [0] [0,01] [100]
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Tab. 4.1. (Fortsetzung)
h, Höhe [cm] über Grund am Halm /i; Höhe [cm] des Gelenkpunktes über Grund
D: Halmdurchmesser [mm] Dt Durchmesser [mm] des Teilstabes

Hi Spezifische Masse [g/cm] m; Masse [g] des Teilstabes
E-J- Biegesteifigkeit [N-cm2] c; Federkonstante [N-cm/rad] des Gelenks
MGr Grenzmoment [N-cm] d- Dämpfungskonstante [N-cm-s/rad]
Mg Bruchmoment [N-cm]

Fläche 4.3, 23.7. dSee 90 cm

Halm Modell (4 Teilstäbe) Festigkeit

hJ Dj h E-J. hi D; m. ci di Mar MBr

0

9,30 13,10

687 1,010 150 280
17 9,30 0,34 25700 149 271

40

9,10 16,20
605 1,580 150 260

59 9,10 0,29 25'550 155 256
100

8,30 13,90

340 1,380 130 210
114 8,60 0,22 20'580 122 197

170 7,90 0,15 12'830
175

(278) 5,00 8,45

148 0,971
278 [0] [0,02] [200]

stigkeitswerte in den Gelenkpunkten wurden aus den Werten der benachbarten

Meßpunkte interpoliert (für den Fußpunkt extrapoliert). Die Längen der

Teilstäbe folgen unmittelbar aus den Höhen über Grand der einzelnen Gelenkpunkte,

bzw. der Halmspitze.
Der Wassserwiderstandsbeiwert des Halmes wurde nach Kap. 3.2.1.4.

cw =1,2 (44.4)

gewählt.
Als Treibzeug nahmen wir ein Kantholz der selben Art an, wie es in den
Modellversuchen (vgl. Kap. 3.3.4.) verwendet wurde, nämlich ein Holzstück mit
10 cm Kantenlänge und einer Masse von

MT =6 kg (44.5)

Dies ist bezogen auf einen 1 m langen Ausschnitt der Schilffront, da das Modell

mit einer "Dicke" der ;c-z-Ebene (vgl. Fig. 4.1.) gleich einer Längeneinheit

rechnet und in diesen Beispielen die SI-Einheiten ([m], [kg], [s] usw.) gelten.
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Die Dichte des Treibzeugs entsprach dem schwereren Holzstück der erwähnten

Modellversuche, nämlich

pT =600 kg/m3 (44.6)

Dem entspricht (bei einer Kantenlänge von 10 cm) eine Eintauchtiefe von

AT 0,06 m (44.7)

Die Widerstandskoeffizienten betragen auf Grund der selben Modellversuche

Gd 1,8 (44.8)

und

Gm 1,25 (44.9)

(Gleichungen 33.16 - 33.17).
Das in Kap. 4.2.2.4. beschriebene Verhältnis von (zusätzlicher) Stoßkraft zur
"Eindringtiefe" legten wir für ahe Fähe fest zu

En —=1900 N/m (44.10)
H 8

dem im selben Kapitel behandelten Faktor fel (Abminderungsfaktor für aN,

wenn sich das Treibzeug vom Halm wegbewegt) gaben wir den (willkürlichen)

Wert von

fel 50% (44.11)

Als weitere Parameter kommen noch dazu:

Die Dichte des Wassers mit

pw 1000 kg/m3 (44.12)

die Dichte der Luft

p, 1,2 kg/m3 (44.13)

und der Luftwiderstandskoeffizient des Halmes

ct =1,88 (44.14)

was etwa der unteren Streuungsgrenze für die in allen Beispielen angenommene

Windgeschwindigkeit von

u, 3 m/s (44.15)

entspricht (vgl. Kap. 3.1.2. und Fig. 3.10.).
Die Anzahl der in einem Meter Schilffront stehenden Halme wurde gleich 9

gesetzt, entsprechend einer Dichte von etwas weniger als 81 Halme /m2, da ja
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die Halme nie regelmäßig auf einer Linie stehen und deshalb nicht nur die

vorderste Reihe vom Treibzeug belastet wird.
In allen Fällen verwendeten wir ein Modell mit n 4 Teilstäben, deren Längen

jeweils der Situation angepaßt wurden, und zwar in der Art, daß der
Bereich vom Seegrund bis 10 cm oberhalb des Ruhewasserspiegels in zwei
Teilstäbe unterteilt wurde. Für den Luftteil des Halmes blieben dann noch einmal
zwei Teilstäbe. Die Längen können aus der Tabelle 4.1. entnommen werden,
sie sind gleich den Differenzen der ht (Kolonne 5). Da bei Belastung der Halm
unten stärker gekrümmt ist, wurden die Teilstäbe gegen unten kürzer

genommen.
Die den Beispielen zu Grunde gelegten Wellenhöhen und -perioden sind in
Tab. 4.2. aufgelistet. Die leer gelassenen Felder dieser Tabelle sind Fähe, die

nicht gerechnet wurden. Bei allen Beispielen der Tabelle 4.1. wurden die

Wellen solange der Tabelle 4.2. folgend vergrößert, bis die Halme vom
Treibzeug "überfahren" wurden (Instabilität der Rechnung bei zu großer
Verformung). Diese Grenze ist aus den Ergebnissen (Tab. 4.4.) zu ersehen.

Bei den Wellen mit einer Periode von 3 s entstand für Wehenhöhen von weniger

als 15 cm kein sichtbarer Effekt.
Der zu den verwendeten Wehenkenngrößen gehörige Ursell-Parameter (vgl.
Kap. 3.2.2.2.2. Gl. 32.85) bewegte sich innerhalb der Grenzen von

U 1,62+108 (44.16)

Da die Gültigkeitsgrenze für die lineare Wehentheorie bei U < 15 liegt, hätten

an sich die kleineren Wehen mit dieser Theorie gerechnet werden können;
da jedoch die Theorie dritter Ordnung nach Stokes auch in diesen Fähen keine
falschen Resultate liefert (die Werte nahem sich mit abnehmender Wehenhöhe

jenen der linearen Theorie), rechneten wir alle Beispiele einheitlich mit
Stokes ni (Kap. 3.2.2.2.2., Abschn. lb und Kap. 3.2.3., Abschn. b).
Aus den zahlreichen Kombinationen möglicher Fälle wählten wir die in Tab.
4.3. zusammengestellten 15 Beispiele. Wo nichts anderes vermerkt ist, wurden

die variablen Wellenperioden gemäß Kolonne 2 der Tabelle 4.2. verwendet.

Außer für die ebenfalls speziell gekennzeichneten Beispiele (s. Tab. 4.1.

und 4.3.) legten wir die Wassertiefe von d 90 cm zu Grande.

Als Bezugspunkt für den Vergleich der Beispiele wurden die Halme der Hache

1.2 und 4.3 (Versuchsgebiet Altenrhein) am 27. 6. gewählt (Beispiele
ST711 und ST731). Die Wirkung flacherer Wellen untersuchten die Beispiele
ST721 und ST741 mit einer für alle Wehenhöhen konstanten Periode von 3 s,

während bei den übrigen Beispielen die Wellen derart gewählt wurden, daß
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Tab.4.2. Übersicht über die für die Beispiele verwendeten Wellenhöhen, -perioden und
-längen.

Hw Wellenhöhe [cm]
d Wassertiefe [cm]

Wellenlänge [m] Tw Wellenperiode [s]

K T
w L T

w L

d=90d 90 d=70

10 1,25 2,43 2,36
15 1,53 3,46 3,27 3,00 8,41
20 1,76 4,30 4,02 3,00 8,47
25 1,97 5,07 4,71 3,00 8,55
30 2,16 5,78 5,36 3,00 8,64
35 2,33 6,42 5,96 3,00 8,73
40 2,49 7,05 6,56 3,00 8,83
45 2,65 7,70 7,18 3,00 8,94
50 2,79 8,29 3,00 9,04
55 2,92 8,86
60 3,05 9,45
65 3,18 10,05
70 3,30 10,63

Tab. 4.3. Übersicht über die als Beispiele gerechneten Fälle.

Beispiel # Datum Fläche Besonderes

ST 771 13. 6. 1.2 Wassertiefe d 70 cm
SO 761 13. 6. 1.2 Wassertiefe d 70 cm; ohne Treibzeug (MT - 0)
ST 791 13. 6. 4.3 Wassertiefe d 70 cm
SO 781 13. 6. 4.3 Wassertiefe d 70 cm; ohne Treibzeug
ST711 27. 6. 1.2
SO 751 27. 6. 1.2 Ohne Treibzeug
ST 751 27. 6. 1.2 Treibzeug mit doppelter Masse (MT 12 kg, AT 8,5 cm)
ST 721 27. 6. 1.2 Wellenperiode T 3 s

ST 731 27. 6. 4.3
SO 731 27. 6. 4.3 Ohne Treibzeug
ST 741 27. 6. 4.3 Wellenperiode T 3 s

ST811 23.7. 1.2
SO 801 23. 7. 1.2 Ohne Treibzeug
ST 831 23. 7. 4.3
S0821 23. 7. 4.3 Ohne Treibzeug
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das Verhältnis H/T 2 ungefähr konstant ist, was bedeutet, daß diese Wehen
im Tiefwasser ungefähr die gleiche Steilheit haben. Um den Einfluß verschiedener

Halmsteifigkeiten zu bestimmen, hätte man die Steifigkeitswerte der

Halme vom 27. 6. um einen bestimmten Faktor vergrößern und verkleinem
können. Da aber in der Natur Steifigkeit und Festigkeit eng miteinander
verknüpft sind, erschien es uns realistischer, auf gemessene Werte zurückzugreifen,

wofür sich die zu verschiedenen anderen Daten geprüften Halme der
gleichen Flächen anboten. Damit wurde gleichzeitig das Element der jahreszeitlichen

Entwicklung in die Berechnungen eingebracht. Wegen dem im
Frühsommer noch tieferen Wasserstand wurde bei den Beispielen mit Halmen vom
13. 6. mit einer Wassertiefe von nur 70 cm gerechnet. Auf weitere Vor- und
Nachteile dieser Wahl wird bei der Besprechung der Resultate eingegangen.
Für jedes Datum und jede Fläche rechneten wir auch den Fah ohne Treibzeug
(S0761, SO 781, S0751, SO801 und S0821), für die Fläche 1.2 am 27.6.

noch zusätzlich die Variante mit einem Treibholz doppelter Masse (ST751).
Damit suchten wir den vom Treibzeug verursachten Anteil an der Halmbeanspruchung

festzustehen.

Das Zeitintervah für die Berechnung (tAnfang 1,5 s; tEnd 25,1 s) und die

Anfangsbedingungen sind willkürlich festgelegt. Es wurde angenommen, daß

zu Beginn der Rechnung der Halm senkrecht steht und sich nicht bewegt
(ç(0)= <p'(0) 0), das Treibzeug schwimmt in 50 cm Entfernung vom Halm
auf dem Wasserspiegel und bewegt sich mit der gleichen Geschwindigkeit wie
die Wasserteilchen. Da die Anfangsbedingungen willkürlich gewählt wurden,
steht sich der quasi-stationäre Schwingungszustand erst nach einer gewissen

Einschwingungszeit ein. Bei der Beurteilung der Resultate wurde deshalb die

Zeitspanne der ersten 3 1/2 Wehenperioden nicht berücksichtigt. Bei kleinen
Wehenhöhen (H < =25 cm) ist diese Zeitspanne insofern zu klein, als es einige
Wehenperioden dauert, bis das Treibzeug den Halm überhaupt erreicht. Der
erste, manchmal auch der zweite Schlag des Holzstücks auf den Halm sind

dann wenig bis deutlich größer als im quasistationären Zustand (vgl. Fig.
4.13. - 4.16. am Schluß dieses Kapitels). Immerhin entspricht auch dieser Fah

einer Situation in der Natur, da das Treibzeug ja oft von irgendwo
hergeschwemmt wird und irgendwann auf die Halmfront trifft. Bei der Beurteilung
der Resultate wird auf diese Tatsache Rücksicht genommen.
Die Schrittweite At für die Integration der Differentialgleichungen wurde zu

At =0,001 s (44.17)

festgelegt, da sich damit eine hinreichende Genauigkeit erzielen ließ. Der
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Ausdruck der Resultate (Werte der Lagekoordinaten, Printplot; vgl.
Beschreibung des Programms in Kap. 4.3.) erfolgte alle 0,2 s d.h. nach je 200

Integrationsschritten.
Die Ergebnisse erscheinen primär als Werte aller Lagekoordinaten in Funktion

der Zeit. Die vom Programm (Subroutine DARST) erzeugten Printplots
der Bewegungen der Gelenkpunkte und des Treibzeugs in x-Richtung (Fig.
4.13. - 4.25 am Schluß dieses Kapitels) dienten in erster Linie der qualitativen
Beurteilung der Halmschwingung. Ebenfalls der Veranschaulichung dienten

die mit Hilfe eines Hewlett-Packard Intelligent Graphics Terminal HP

2647A mit zugehörigem HP 9872 Graphics Plotter hergestellten Bildchen

(Fig. 4.32.), welche den Schwingungsvorgang in der Seitenansicht zeigen. Dazu

wurden die vom Rechenprogramm auf TAPE3 geschriebenen Werte auf
eine Magnetbandkassette übertragen und mit einem durch AGL ("A Graphics

Language") erweiterten BASIC-Programm verarbeitet.

Zur quantitativen Beurteilung dienen die vom Programm ebenfalls
gelieferten Größen von Maximalwert und quadratischem Mittel ("Standardabweichung")

des positiven Biegemomentes in den Gelenkpunkten (Tab. 4.4. am
Schluß dieses Kapitels).
Nicht leicht beantworten läßt sich die Frage, wie diese Beanspruchungen mit
den in der Tabelle 4.1. ebenfalls aufgeführten Festigkeitswerten in Beziehung

gesetzt werden sohen. Ein notwendiges Kriterium für den Vergleich von
Beanspruchung und Festigkeit ist sicher die Forderung, daß das maximale
Biegemoment kleiner sei als das Bruchmoment, da der Halm sonst in jedem Fah

bricht, auch bei nur einmaliger Beanspruchung. Dieses Kriterium ist aber
sicher nicht hinreichend, weil ja die Beanspruchung als periodische Schwingung

auftritt, und zwar mit einer Amplitude (Maximalwert), die um ein
bestimmtes Mittelmaß streut (vgl. Fig. 4.13. - 4.25.). Diese oft wiederholte

Beanspruchung führt schon dann zum Versagen des Halmes, wenn das Grenzmoment

MGr (vgl. Teil III, Kap. 1.2.) überschritten wird (bleibende Verformung

durch jeden Ausschlag). Dieses "Mittelmaß" der Schwingungsamplitude
kann vom Programm nicht berechnet werden, da es z.B. bei stark schwankenden

Ausschlägen nicht sinnvoll wäre, jede Schwingung mitzuberücksichtigen:
Ob und welche Schwingungen allenfalls bei dieser Berechnung des Mittelwertes

wegzulassen sind, ist eine Ermessensfrage und kann nur mit dem Überblick

über das Schwingungsbild des ganzen Berechnungsintervahs entschieden

werden.

Dagegen ist das quadratische Mittel
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1
'2

[-r-r- JM(t)2dt]m (44.18)
h'h /,

au Quadratisches Mittel des Biegemomentes
Mit) Biegemoment in Funktion der Zeit

r,, t2 Anfang bzw. Ende des Berechnungszeitintervalls

("Standardabweichung") ein besseres Maß für die mittlere Beanspruchung.
Mit den folgenden Überlegungen soh versucht werden, damit den ungefähren
mittleren Ausschlag abzuschätzen: Die wirkliche Schwingung wird vereinfachend

als Sinusschwingung betrachtet. Wegen der Überlagerung der
Wehenwirkung durch den stetigen Winddrack und wegen der stärkeren Wirkung der

Wellen in ihrer Fortpflanzungsrichtung ist diese Schwingung allerdings nicht

symmetrisch bezüglich des Nullpunktes, sondern in positiver Jt-Richtung

(bezogen auf die Koordinaten des mathematischen Modells) verschoben.
Betrachten wir die Bewegungen der einzelnen Gelenkpunkte des Modehs auf den

Figuren 4.13. - 4.25. (am Schluß dieses Kapitels), so sehen wir, daß die

Schwingung in der Größenordnung um eine halbe Amplitude verschoben ist,
d.h. der maximale Rückschwung liegt nahe bei der Nuhinie. Diese vereinfachte

Schwingung läßt sich somit in der Form

A A
y —+— sìnbt (44.19)'22y Wert (z.B. Biegemoment oder Halmbewegung)

A/2 Amplitude der Schwingung halbe Schwingungsweite)
b Kreisfrequenz der Schwingung
t Zeit

anschreiben. Berechnet man das mittlere Quadrat (Varianz) einer solchen

Schwingung, so wird (in Analogie zu 44.18)
T

er2 — /— [l + sin2(bt)]dt =—A2 (44.20)

und

ay V(3/8)A (44.21)

Auf unser Problem angewendet kann man somit schreiben:

Mmaxm= V(8/3)% (44.22)

Mmax m - - • Mnü61"68 Maximum oder mittlerer Ausschlag des Biegemomentes

Es liegt nun nahe, dieses mittlere Maximum mit dem Grenzmoment zu
vergleichen. Um die Asymmetrie der Schwingung zu berücksichtigen werden zur
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Berechnung des quadratischen Mittels der wirklichen Schwingung nur die
positiven Momente berücksichtigt. Der Faktor V(8/3) als Verhältais zwischen
dem quadratischen Mittel und dem mittleren Ausschlag stimmt allerdings nur
dann, wenn die Schwingung ungefähr Sinusform hat. Je schärfer ausgeprägt
die Spitzen und damit verbunden je flacher und breiter die "Täler" dazwischen,

umso höher müßte dieser Proportionalitätsfaktor angesetzt werden.
Obwohl ein Blick auf die Fig. 4.18. - 4.20 zeigt, daß dies tatsächlich in einigen

Fällen berechtigt wäre, verzichteten wir darauf, da bei der Messung der

Festigkeit (Teil TU, Kap. 3.1.) die Belastung vergleichsweise langsam aufgebracht

wurde, was zu eher niedrigeren Festigkeitswerten führt.
Mit diesen Überlegungen legten wir in den folgenden Beispielen für jeden
Lastfall eine "zulässige Wehenhöhe" derart fest, daß einerseits

Mmaxb MBr (=>#,) (44.23)

und andererseits

Mmaxg V(8/3)(7M =MGr (=>HG) (44.24)

Damit konnten die "zulässigen Wehenhöhen" HB und HG aus der Tabelle 4.4.

durch Interpolation gewonnen werden. Wird die "zulässige Wellenhöhe"
überschritten, so wird der Halm geschädigt, wobei an sich natürlich der kleinere

der beiden Werte maßgebend ist. Da aber HG und HB je auf ganz
verschiedenem Weg gewonnen wurden und beide ihre eigenen Fehlerquellen und
Unsichereheiten aufweisen, geben wir jeweils beide Werte an.

Als weitere Anwendungen des mathematischen Modehs können die Nachrechnungen

der Modellversuche an der VAW (vgl. Kap. 3.3.4.) gelten, obwohl
dort nicht die Beanspruchungen, sondern die Bewegungen interessierten. Als
Beispiel, wie bei bestimmten Konstehationen der Parameter äußerst unregelmäßige

Schwingungen entstehen können, zeigen wir die Schwingungsbilder
für den Versuch mit dem Holzstück von 5,99 kg und 16 cm Wehenhöhe, wobei

in dieser Reihe für einen als konstant angenommenen Schubkoeffizienten

Gd der Massekoeffizient Gm im Bereich von 1,0 bis 2,0 variiert wurde (Fig.
4.27. - 4.32.). Dazu sei noch auf die Ausführungen in Kap. 3.3.3. hingewiesen,

aus denen hervorgeht, daß eine Erhöhung des Massekoeffizienten Gm

ungefähr gleich wirkt, wie eine Vergrößerung der Treibzeugmasse, während
eine Erhöhung des Schubkoeffizienten Gd einen ähnlichen Effekt hat wie eine

größere Eintauchtiefe AT.
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4.4.2. Resultate der Beispielsrechungen und Diskussion

Wie aus den Darlegungen in den vorigen Kapiteln und auch im nachfolgenden
Teil III mit hoffentlich genügender Deutlichkeit hervorgeht, ist jeder einzelne

Parameter des mathematischen Modehs mit kleineren bis erheblichen Un-
genauigkeiten behaftet. Die im folgenden vorgestellten Resultate der im
vorangehenden Kapitel beschriebenen Beispiele dürfen deshalb nicht als absolute

Größen zum Nennwert genommen werden, auch wenn sie durchaus plausibel
erscheinen. Die Stärke des mathematischen Modehs liegt eher im relativen

Vergleich; es wird ersichtlich, was passiert, wenn gewisse Gegebenheiten (wie
z.B. die Biegesteifigkeit) verändert werden.
Diese Unsicherheiten sind mit jedem der im Ingenieurwesen verwendeten Verfahren zur
Dimensionierung von Bauwerken untrennbar verbunden. Damit diese Konstruktionen trotzdem

nicht einstürzen, werden ausreichende Sicherheitsfaktoren festgelegt, d.h. das
Bauwerk wird (vereinfachend gesagt) so dimensioniert, daß die rechnerisch zulässige Belastung
um diesen Sicherheitsfaktor größer ist als die vorhandene. Dazu genügt meist eine geringe
Vergrößerung einiger Abmessungen, da Festigkeit und Steifigkeit eines Bauteils
überproportional zur Größe zunehmen. Auf das Schilf läßt sich diese Denkweise jedoch nicht
anwenden, da die Halme von der Natur dimensioniert wurden, welche nicht mit Sicherheitsfaktoren

rechnet, weil der Verlust eines bestimmten Anteils der Individuen das Überleben

der Art in keiner Weise gefährdet: Würden wir bei der Berechnung der Beanspruchung von
Schilfhalmen noch einen Sicherheitsfaktor einführen, so erhielten wir als Resultat, daß

Schilfhalme auch der normalen natürlichen Beanspruchung gar nicht standhalten könnten,
das theoretisch nachgezeichnete Bild würde noch mehr verfälscht.

Um die Besprechung und den Vergleich der Ergebnisse der verschiedenen

Beispiele zu vereinfachen, werden sie im folgenden so behandelt, wie wenn es

sich um "richtige" Werte handelte; der Leser muß sich aber der genannten
Einschränkungen stets bewußt bleiben. Die Ergebnisse werden am Schluß dieses

Kapitels (S. 262 - 297) zahlenmäßig und graphisch präsentiert.
In der Tabehe 4.4. sind die berechneten Beanspruchungen zusammengesteht,
nämlich jeweils für jeden Gelenkpunkt das maximale Biegemoment und das

quadratische Mittel des Biegemomentes. Die Figuren 4.33. - 4.35. zeigen das

Biegemoment im Fußpunkt des Halmes in Abhängigkeit von der Wehenhöhe.
Bestimmen wir aus den Beanspruchungen und den Festigkeiten (Tab. 4.4. und

4.1.) die "zulässigen Wehenhöhen" HG (bezogen auf das Grenzmoment) bzw.

HB (bezogen auf das Brachmoment) nach der im vorigen Kapitel beschriebenen

Weise, so erhalten wir die Tabehe 4.5.. Die äußerste Kolonne rechts in
dieser Tabelle, Hmax, gibt an, bei welcher Wehenhöhe der Halm gerade noch

nicht überrollt wird.
Eine Bemerkung verdient zunächst die Kolonne mit Hmax : Wie bereits am
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Schluß von Kapitel 4.3.2. erwähnt, bricht die Rechnung mit einem Vermerk
auf dem Output ab, wenn der Halm überfahren wird, oder der Integrationsalgorithmus

wird instabil, was ebenfalls zum Abbruch der Rechnung führt.
Welches der beiden Ereignisse jeweils eintritt, ist offenbar mehr oder weniger

eine Frage des Zufalls und abhängig von der spezifischen Parameterkombination.

Wie aus Tab. 4.5. hervorgeht, ist für das Versagen des Halmes in
allen durchgerechneten Beispielen die Beanspruchung und nicht die Stabilität
(Überfahren) maßgebend: In den unteren Punkten ist die Bruchfestigkeit
bereits erreicht oder überschritten, bevor der Halm überfahren wird.
Die gemessenen Festigkeiten sind ebenfalls mit einer bestimmten Unsicherheit
behaftet. Es ist nicht ausgeschlossen, daß die Art und Weise, wie die Belastung
in der Natur aufgebracht wird, etwas größere Biegemomente zuläßt als die

Versuchseinrichtung im Labor (vgl. Teil m, Kap. 3.1.). Daher ist es gerechtfertigt,

auch die maximalen Wehenhöhen Hmax, bezogen auf das Überfahrenwerden,

kurz zu betrachten. Zuerst fäht auf, daß in den Fällen ohne Treibzeug
(SO...) diese Grenze bis zur maximal berücksichtigten Wehenhöhe von 70 cm

gar nicht erreicht wird, was zu erwarten war. Der entscheidende Einfluß des

Treibzeugs wird hier deutlich: Bei den Halmen der Fläche 1.2 vom 27. 6.

reduziert ein Treibholz von 6 kg (pro Laufmeter Uferlinie) die "Überrollgrenze"

auf 45 cm Wehenhöhe, während ein doppelt so schweres Holzstück (Beispiel

ST751) diese Grenze nur noch um 5 cm auf 40 cm erniedrigt. Im übrigen

zeigen die Werte von Hmaxe\n getreues Abbild der Steifigkeitsverhältais-
se, wenn auch nur in den unteren Bereichen: Bei den Halmen der Fläche 1.2

liegt die Grenze für den 27. 6. (ST711, ST721) ebenso wie für den 23. 7.

(ST811) bei 45 cm, während sie für die (etwas weicheren; vgl. Tab. 4.1.) Halme

der Fläche 4.3 erst am 23. 7. (ST831) diesen Wert erreicht. Am 27. 6.

liegt die kritische Grenze noch bei 40 cm Wehenhöhe. Am 13.6., wo die Halme

noch weniger stark ausgebildet sind, wird die Schilffront schon bei 30 cm
Wellenhöhe (Fläche 4.3, ST791) bzw. 35 cm (Fläche 1.2, ST771) vom
angenommenen Treibholz überfahren, obwohl wegen der noch geringeren
Wassertiefe von nur 70 cm der Hebelarm für das Treibholz kürzer ist. Es sei

nochmals darauf hingewiesen, daß dieses Flmax nicht zum Nennwert genommen

werden darf, weil bei Berücksichtigung der gemessenen Festigkeiten der
Halmbruch meist schon früher eintritt. Hmax ist daher nur ein oberster Grenzwert,

bei dem die Schilffront, unabhängig von der Festigkeit der Halme,
durch das Treibzeug zerstört wird.
In der Natur ist die Situation noch etwas anders, da die vordersten Halme eines

Bestandes von den dahinter stehenden in einem gewissen Maße gestützt wer-
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den. Sie "liegen" deshalb nicht so schnell "ab". Dieser Einfluß darf andererseits

in seiner günstigen Wirkung auch nicht überschätzt werden, denn die Ab-

stützung behindert die Bewegung und erhöht damit die mechanische
Beanspruchung (das System wird steifer). Außerdem ist nicht zu vergessen, daß die

Abstützung erst bei verhältnismäßig großer Verformung wirksam wird, da ja
die hinteren Halme in einem gewissen Abstand zu den vorderen stehen und die

durch Wind und Wehen verursachte Bewegung ebenfalls mitmachen. Darum

darf die Vermutung gewagt werden, daß die hinteren Halme das Zerstörungswerk

von Treibzeug und Wellen nur verzögern, dagegen längerfristig nicht
aufzuhalten vermögen, wenn die vordersten Halme allein der Beanspruchung
nicht gewachsen sind.

Betrachten wir nun, mit den notwendigen Vorbehalten, die "zulässigen
Wellenhöhen", die sich auf Grand von Beanspruchung und Festigkeit ergeben

(Tab. 4.5.). Als erstes stehen wir fest, daß aus dem Vergleich von mittlerer
Amplitude mit dem Grenzmoment kleinere Werte resultieren (HG) als aus

dem Vergleich der Maximalbeanspruchung mit dem Bruchmoment (HB). Der
Grand ist einfach: Das Grenzmoment ist wesentlich niedriger als das

Bruchmoment, nämlich um den Faktor 1/2 -1/3. Da andererseits die Schwingungen
der Rechenbeispiele doch ziemlich regelmäßig sind (Fig. 4.13. - 4.25.), ist die

mittlere Amplitude nicht viel kleiner als der Maximalausschlag. Im weiteren

fällt auf, daß offenbar die Beanspruchung im Gelenk 3 (10 cm über dem

Ruhewasserspiegel) nicht maßgebend ist, da für diesen Punkt laut Tab. 4.5.
höhere Wellen "zulässig" sind als für die beiden unteren. Zwischen den beiden

unteren Punkten (Fußpunkt und je nach Halmgröße 30 - 40 cm über Grand

gemäß Tab. 4.1.) sind die Unterschiede wenigstens in den Fällen mit Treibzeug

nicht groß. Zu unterst sind die "zulässigen Wehenhöhen" eher etwas

kleiner, was an sich bedeutet, daß die Halme am Fußpunkt brechen würden. In
Wirklichkeit muß dies nicht der Fah sein, da die Festigkeit des Fußpunktes
durch Extrapolation aus den höher gelegenen Meßpunkten bestimmt und
damit sehr wahrscheinlich unterschätzt wurde, denn die untersten Internodien
eines Halmes sind sehr kurz und stark verfestigt. Aus diesem Grund konzentrieren

wir unsere Betrachtungen der "zulässigen Wellenhöhen" auf den

Gelenkpunkt 2, mit der Annahme, daß diese maßgeblich seien.

Das Bild, das sich zeigt, ist ähnlich wie bei den maximalen Wellenhöhen

Hmax. Allerdings zeigt sich ein deutlicher Unterschied (von etwa 4 cm)
zwischen den beiden Flächen 1.2 und 4.3 nur für den 27. 6. (ST711 mit FlGIHB

38/44 cm "zulässiger Wehenhöhe" und ST721 mit 37/44 [Fläche 1.2] gegenüber

ST731 mit 34/40 und ST741 mit 34/39 [Fläche 4.3]). Dabei darf nicht
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vergessen werden, daß die Unterteilung für Hmax mit 5 cm-Stufen gröber ist
als jene für die beiden anderen "zulässigen Wellenhöhen" HG und HB denn

für //„^kann nicht zwischen den gerechneten Beispielen interpoliert werden.
Es ist daher möglich, daß in einzelnen Fähen Hmax bis gegen 5 cm größer ist
als in der Tabelle 4.5. aufgeführt.
Obschon die weicheren Halme der Fläche 4.3 am 27.6. weniger stark
beansprucht werden (vgl. Fig. 4.37.) mögen sie weniger hohe Wehen auszuhalten
als jene der Fläche 1.2 zum gleichen Datum, das heißt, der Unterschied
zwischen den beiden Flächen ist bei der Festigkeit wirkungsmäßig größer als bei
der Steifigkeit. Bei den anderen Daten (13. 6. und 23. 7.) ist dies nicht der

Fall, die "zulässigen Wellenhöhen" sind für beide Flächen ungefähr gleich
(ST771 mit 27/31 cm "zulässiger Wehenhöhe" gegenüber ST791 mit 26/30
für den 13.6. bzw. ST811 mit 40/47 gegenüber ST831 mit 38/46). In der

Beanspruchung (Fig. 4.38.) zeigen sich dagegen dieselben, durch die verschiedenen

Steifigkeiten bedingten, Unterschiede wie am 23. 6., was bedeutet, daß

Festigkeit und Steifigkeit hier wirkungsmäßig im gleichen Verhältnis stehen.

Der Grand für diesen nicht ganz einleuchtenden Sachverhalt läßt sich nur
vermuten: Offenbar entwickelten sich die Halme der Fläche 4.3 zuerst vor allem
in ihrer Dicke (Steifigkeit) während die Bildung des Festigungsgewebes weniger

rasch erfolgte und dem (für die Berechnung angenommenen) Seeanstieg

von 70 auf 90 cm zwischen dem 13. 6. und 27. 6. nicht zu folgen vermochte.
Dies läßt sich tendenzmäßig der Fig. 4.39. entnehmen, wo Durchmesser,
Festigkeit und Steifigkeit der Halme über dem Datum aufgetragen sind. Daß in
dieser Figur der Durchmesser der Halme vom 27. 6. zum 23.7. abnimmt,
zeigt nicht etwa eine Rückentwicklung der Halme, sondern ist eine Folge der
Auslese der geprüften Halme, denn am 23. 7. wurde ein Mittelwert aus sechs

verschieden großen Halmen genommen, während am 27. 6. nur je zwei "große"

Halme beider Flächen untersucht wurden. Angesichts dieser schmalen
Datenbasis sohten im übrigen für die zeitliche Entwicklung keine weitergehenden

Schlüsse gezogen werden (die hier behandelten Beispiele sohen ja auch

nur den Einfluß unterschiedlicher Biegesteifigkeit aufzeigen).
In den Unterschieden zwischen den verschiedenen Daten spiegelt sich nicht
nur der Einfluß verschiedener Festigkeit und Steifigkeit an sich, sondern auch
die von unten nach oben sich entwickelnde Halmverfestigung: Bei den späteren

Halmen nehmen Festigkeit und Steifigkeit von unten nach oben viel weniger

stark ab als bei den früheren, sie sind deshalb den Angriffen der Wehen
besser gewachsen. Der Unterschied ist besonders markant zwischen dem

13.6. und dem 27. 6. (ST791 mit 26/30 gegenüber ST731 mit 34/40 [Fläche
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4.3] bzw. ST771 mit 27/31 gegenüber ST711 mit 38/44 cm "zulässiger
Wellenhöhe" [Fläche 1.2]). Die Verfestigung geht übrigens nach Ende Juli noch

weiter (vgl. mit den Werten für den 12. 8. in Teil III, Tab. 3.1., 3.5. und

3.6.). Andererseits sinkt in dieser Zeit der Wasserspiegel normalerweise
bereits wieder, so daß diese stärkeren Halme sogar noch weniger beansprucht
werden. Trotz aller Vorbehalte gegenüber einem mathematischen Modeh
decken sich die hier vorgestehten Resultate mit der Tatsache, daß die Schilfhalme

in der Zeit des Aufwuchses am stärksten gefährdet sind (Klötzli 1974).

Bemerkenswerterweise gelten die obigen Schlußfolgerungen auch dann, wenn
kein Treibzeug vorhanden ist, außer daß die Absolutwerte der "zulässigen
Wellenhöhen" natürlich größer sind. Das Entfernen des Treibholzes erhöht
die "zulässigen Wellen" um 22%/35% in der Fläche 1.2 am 13. 6., um
40%/34% am 27. 6. und um 38%/40% am 23.7. Für die Fläche 4.3 lauten die

entsprechenden Zahlen: 19%/42% (13. 6.), 32%/35% (27. 6.) und 45%/39%

(23. 7.).
Auch die Masse des Treibzeugs wirkt hinsichtlich der "zulässigen Wellenhöhen"

auf Grund der Beanspruchung analog wie bei der maximalen Wehenhöhe

in bezug auf die Stabilität (Überfahren): Obwohl nach den Berechnungen
auch für den Fall ohne Treibzeug eine Wellenhöhe von weniger als 70 cm

zum Bruch führt, (S0751 mit 53/59 cm "zulässiger Wellenhöhe"), ist auch

nach dem Brachkriterium der Unterschied viel größer zwischen dem Fah ohne

(S0751) und mit einem Holzstück von 6 kg Masse (ST711 mit 38/44 cm)
als zwischen diesem und einem Treibholz von 12 kg (ST751 mit 38/>40 cm).
Dies geht auch aus der Fig. 4.33. deutlich hervor, wo die Beanspruchungen in
Funktion der Wehenhöhe dargesteht sind.

Der Einfluß der Wellenperiode (und damit der -Steilheit) auf die "zulässige
Wellenhöhe" ist im Rahmen der besprochenen Beispiele verschwindend
(ST711 mit 38/44 [= konstante Steilheit] gegenüber ST721 mit 37/44 [konstante

Periode von 3 s] für die Fläche 1.2 bzw. ST731 mit 34/40 gegenüber ST741

mit 34/39 cm "zulässiger Wehenhöhe"für die Hache 4.3). Dabei ist zu beachten,

daß sich die Perioden der Wehen mit zunehmender Höhe mehr und mehr
nähern (vgl. Tab. 4.2.: Bei rund 60 cm Wehenhöhe stimmen die Perioden

überein), im Bereich von 40 cm Wehenhöhe ist allerdings der Unterschied
noch erhebhch: 2,49 s gegenüber 3 s, Wehenlänge entsprechend 7,05 m
gegenüber 8,8 m. Die Steilheiten H/L betragen 0,4/7,05 1/17,6 (ST711 und

ST731), bzw. 0,4/8,8 1/22 (ST721 und ST741). Die Beanspruchungen

(Biegemoment am Halmfuß) zeigt Fig. 4.37. in Abhängigkeit von der Wehenhöhe.

Daß das maximale Biegemoment bei den Wellen unter 25 cm Höhe für die



255

kleineren Perioden deutlich höher liegt ist die Folge der im vorigen Kapitel
besprochenen Schläge beim ersten Zusammenstoß von Treibzeug und Halm,
welche bei den Wehenperioden von 3 s nicht vorkommen (s. Fig. 4.24. und
4.25. im Vergleich mit Fig. 4.22. und 4.23.). Dieses einmalige Maximum
wirkt sich natürlich auf das quadratische Mittel praktisch nicht aus, die
Unterschiede in den mittleren Amplituden aM sind denn auch bei den kleinen
Wellenhöhen für die verschiedenen Wehenperioden nur klein (Fig. 4.37. unten).
Bevor noch weitere Aspekte der Beanspruchung der Schilfhalme in Funktion
der Wellenhöhe diskutiert werden, muß die Frage nach der Plausibilität
der Resultate des mathematischen Modehs aufgeworfen werden. Führen ah

die unvermeidbaren Unsicherheiten und Fehler zu "unmöglichen" oder
vielleicht doch zu brauchbaren Ergebnissen?
Werfen wir einen Blick auf die Tabelle mit den "zulässigen Wehenhöhen"

(Tab. 4.5.), so stellen wir fest, daß diese am 13. 6. für beide Flächen in der

Größenordnung von 30 cm liegen. Am 27. 6. finden wir eine Größenordnung

von 40 - 45 cm (für die Fläche 1.2 gilt ein etwas höherer Wert) und am 23. 7.

liegt die "zulässige Wehenhöhe" im Bereich von 45 cm. Auffallend ist auch,

daß bei der Betrachtung nur der Größenordnungen der Unterschied zwischen

Hmax und HB kaum mehr eine Rohe spielt (wogegen HG im Mittel um etwa 5

- 6 cm kleiner ist, worüber schon gesprochen wurde). Zur Beurteilung dieser

"zulässigen Wehenhöhen" muß man sich zunächst vor Augen halten, daß bei
der Berechnung angenommen wird, ahe Wehen seien gleich, jede Wehe
bewirke somit ungefähr die gleiche, berechnete Beanspruchung (Unterschiede
ergeben sich nur durch die Unregelmäßigkeit der Schwingungen, vgl. Fig.
4.13. bis 4.25.). In der Natur herrschen selbstverständlich ganz andere

Verhältnisse, hier folgen sich kleine und große Wehen in zufähiger Reichenfolge.
Nach einer oder zwei hohen Wellen folgt meist eine Periode relativer Ruhe

mit vielen kleinen Wellen. Deshalb kann für den Vergleich mit der "zulässigen

Wehenhöhe" HG auf Grund des Grenzmomentes als "vorhandene Wehenhöhe"

die mittlere Wehenhöhe Hm des beobachteten Seegangs gesetzt werden

(zu den "kennzeichnenden Größen des natürlichen Seegangs vgl. Kap.
3.2.1.2.). Die signifikante Wellenhöhe //1/3 Mittlere Höhe des höchsten

Drittels aher Wellen) ist größer als die mittlere, und zwar gilt nach Longuet-
Higgins (1952, zit. in Schüttrumpf 1973) die folgende statistische Beziehung:

Hlß =l,6Hm (44.25)

Daraus ergäben sich folgende "zulässige" Werte für die signifikante
Wellenhöhe HXß (in Klammem als zusätzliche Angabe die Werte auf Grund des
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Bruchmomentes): am 13. 6. rund 40 cm (50 cm), am 27. 6. rund 60 cm
(70 cm) für die Fläche 1.2 und etwa 55 cm (65 cm) für die Fläche 4.3, am
23.7. ungefähr 65 cm (75 cm) für die Fläche 1.2 und etwa 60 cm (75 cm) für
die Fläche 4.3. Diese Werte können wir mit einer Beobachtung vom 13. 7.

(nicht desselben Jahres) vergleichen, wo bei einer Windgeschwindigkeit von
7,5-8 m/s 30 km/h) die größeren Wellen eine Höhe von 50 - 70 cm
erreichten (vgl. das Beispiel Kap. 3.2.2.2., wo diese Situation nachgerechnet
wurde und ein Hlß von nicht ganz 70 cm ergab). Dabei erscheinen die
theoretischen Werte in fast unerwarteter Weise plausibel, da der Schilfbestand
damals an seiner Front tatsächlich geschädigt wurde, wenn auch verhältnismäßig
langsam. Das Treibzeug bestand (im Gegensatz zur Rechnung) nicht aus

festem Treibholz, sondern aus abgebrochenen Schilfhalmen vermischt mit Watten

von Fadenalgen (Cladophora).
Allerdings sind die obigen theoretischen Werte für "zulässiges" Hlß auch auf
Grund von HG größer als die "zulässige Wellenhöhe" HB auf Grand des

Bruchkriteriums, sie sind auch größer als Hmax. Dies würde an sich bedeuten,
daß die Halme bei Wellen dieser Größe brechen müßten oder überfahren würden,

da für beides ein einmaliges Überschreiten der entsprechenden Wellenhöhe

eigentlich genügt. Trotzdem erachten wir die "zulässige" signifikante
Wellenhöhe Hlß auf Grund des Grenzmomentes, also: Hm HG und Hlß
1,6 Hm, als einigermaßen zutreffend, nicht nur aus Plausibilitätsgründen,
sondern auch, weil die Stützwirkung der weiter hinten liegenden Halme für die
vordersten vor allem bei vereinzelten, hohen Wehen zum Tragen kommt (also

bei Wehen höher als Hm), während die weiter oben angebrachten Vorbehalte

gegen diese günstige Wirkung mehr für ständig sich wiederholende Wellen

gelten. Die dort ebenfalls aufgestellte Vermutung über das Versagen der
Halme kann also dahingehend präzisiert werden, daß für die Halme in der
Front die Belastung dann zu groß ist, wenn die mittlere Wellenhöhe

Hm größer ist als die mittels des Grenzmomentes bestimmte
"zulässige Wellenhöhe" HG (vgl. Tab. 4.5.), wobei die signifikante
Wellenhöhe H1/3 des Seegangs etwa 1,6 Mal so groß ist wie Hm.
Hingegen sind die Werte für eine "zulässige" signifikante Wellenhöhe //1/3,
die aus der Gleichsetzung von Hm mit der "zulässigen Wellenhöhe" HB auf
Grund des Brachmomentes resultieren (die oben angegebenen, eingeklammerten

Werte), wahrscheinlich zu groß.
Die bisherigen Überlegungen galten für den "Normalfah" unserer Beispiele,
nämlich mit einem Treibholz von 6 kg. Der Blick auf die Tabelle 4.5. sowie
auf die Fig. 4.33. zeigt, daß die Erhöhung der Treibholzmasse auf 12 kg kei-
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nen nennenswerten Unterschiede bewirkt, lediglich Hmax wird um höchstens 5

cm kleiner. Einzelne hohe Spitzen gefährden mithin das Schilf bei 12kg
Treibholz pro Meter Uferlinie etwas stärker als bei nur 6 kg pro Meter.
Anders liegt der Fall, wenn gar kein Treibholz vorhanden ist (Beispiele
SO...): Hier ist die "zulässige Wehenhöhe" HG auf Grund des Grenzmomentes

im Gelenk 2 gemäß Tab. 4.5. für die Räche 1.2 am 13.6. gleich 33 cm
(S0761), 53 cm am 27. 6. (S0751) und 55 cm am 23. 7. (SO801). Auf der
Fläche 4.3 lauten die entsprechenden Werte von HG für die gleichen Daten:
31 cm (SO 781), 45 cm (S0731) und ebenfalls 55 cm (S0821). Die
entsprechenden, gerade noch "erträglichen" signifikanten Wellenhöhen betragen
demgemäß: am 13. 6. rund 50 cm, am 27. 6. ungefähr 85 cm auf der Räche
1.2 und 70 cm auf der Fläche 4.3, schließlich am 23. 7. rund 90 cm auf beiden
Flächen.
Außer am 23. 7., wo die Wassertiefe meist wieder geringer ist, sind solche
Wellenhöhen bei stärkeren Winden durchaus zu erwarten. Dies bedeutet, daß

nach den Berechnungen auch ohne Treibzeug Schäden an den Schilfbeständen

zu erwarten sind. Dem widerspricht die Feststehung, daß es Stürme schon

immer gegeben hat und die Schilfbestände trotzdem überleben konnten. In die

gleiche Richtung weist die Tatsache, daß Pflanzen an ihre natürlichen Standorte

meist optimal angepaßt sind. Auch Hürlimann (1951) berichtet, daß "das

Schilf den Wirkungen des bewegten Wassers ahein standzuhalten vermag."
Für diesen Sachverhalt bieten sich drei mögliche Erklärungen an:
1. Das mathematische Modeh berechnet für den Fah ohne Treibzeug zu hohe

Beanspruchungen.
2. Die wirkliche Festigkeit der Schilfhalme ist bei rasch wechselnder

Beanspruchung größer als die im Labor gemessene.
3. Die Halme im Schilffeld von Altenrhein sind heute weniger fest als vor ei¬

nigen Jahrzehnten.
Es muß offen bleiben, welche dieser Erklärungen zutrifft, für jede gibt es

sowohl Gründe dafür, wie dagegen. Ob die dritte Möglichkeit zutrifft, könnte

nur bei Vorliegen älterer Festigkeitsmessungen stichhaltig entschieden werden,

da sich nur so der Einfluß der Eutrophierung (und anderer nachteiliger
Umwelteinflüsse) einwandfrei nachweisen ließe. Bei Messungen an räumlich
verschiedenen Beständen spielen nämlich außer der morphologischen Ausbildung

so viele weitere Standortfaktoren eine Rohe, daß der Einfluß zunehmender

Eutrophierung, wenn überhaupt, nur mit einer sehr breiten statistischen
Basis nachgewiesen werden könnte. Allerdings haben schon zahlreiche Autoren

(Tobler 1943, Klötzli 1971, Sukopp et al. 1975, Sukopp und Markstein
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1981, Bornkamm und Raghi-Atri 1980, Trolliet 1980) den Zusammenhang
von Düngung bzw. Eutrophierung und Ausbildung des Halmquerschnittes
untersucht, teils verbunden mit Festigkeitsmessungen (Klötzli 1974, Sukopp et
al. 1975, Bornkamm und Raghi-Atri 1980; vgl. Teil m, Kap. 2.). Sie alle
stellten einen verminderten Anteil des Festigungsgewebes (Sklerenchym) am

Halmquerschnitt bei größerem Nährstoffangebot fest. Trotz der (von einigen
der erwähnten Autoren mitgeteilten) Schwierigkeiten und Fehlermöglichkeiten

solcher Versuche muß deshalb wohl der Zusammenhang zwischen
Eutrophierung und Sklerenchymanteil als gegeben betrachtet werden. Da das

Festigungsgewebe Festigkeit und Steifigkeit des Halmes fast ausschließlich
bestimmt, muß auch in bezug auf diese zwei Größen ein Zusammenhang negativer

Art angenommen werden. In die gleiche Richtung weisen auch die Resultate

eigener Versuche mit Schilf aus der Kläranlage Othfresen (Teil III, Kap.
3.4.2., 4.2.2. und 4.3.2.), welche allerdings nur den eutrophen bis hypertrophen

Bereich abdeckten. Für die Erklärung 3 spricht auch eine Beobachtung
von Klötzli (mdl), wonach in Altenrhein sogar bereits der Wind ahein unter
bestimmten Umständen Schilfhalme zu knicken vermag.

Aufschlußreich ist der Blick auf die Beanspruchungen in Funktion der
Wellenhöhe (Tab. 4.4., die Biegemomente im Fußpunkt außerdem in Fig. 4.33.
bis 4.38. graphisch dargestellt; da hier nicht mit der Festigkeit verglichen
wird, wählten wir für die Figuren das Biegemoment am Halmfuß). Bei den

steiferen Halmen (Fläche 1.2 am 27. 6. sowie beide Flächen am 23.7., also die

Beispiele ST711, ST811 und ST831) fäht auf, daß die Kurve der Maximalmomente

nicht stetig ansteigt: zwischen H 25 cm und H 30 cm nimmt die

Beanspruchung ab oder immerhin viel weniger stark zu als auf Grund des

vorangehenden Kurvenverlaufs zu erwarten wäre (ST811 in Fig. 4.38.). Außer für
ST811 ist diese Erscheinung bei den genannten Beispielen auch im Bild des

quadratischen Mittels (Fig. 4.38. unten) festzustellen, wenn auch
abgeschwächt. Dieses Phänomen haben wir schon bei der Nachrechnung der
Modellversuche zur Bestimmung des Schub- (Gd und Massekoeffizienten (Gm)
des Treibzeugs festgesteht (vgl. Kap. 3.3.4.2.). Die dort angegebene Begründung

(Resonanzerscheinungen) trifft auch hier sinngemäß zu. Abgesehen
davon zeigt der Verlauf der Beanspruchungen ab einer bestimmten Wehenhöhe
einen überproportionalen Anstieg (nämlich ab H 25 cm für die Halme vom
13. 6., ST771 und ST791 und ab H 30 cm für die übrigen, bei ST751 [Masse
Treibholz =12 kg] weniger stark ausgeprägt ab H 35 cm). Diese Erscheinung

hat ihren Grand in den zunehmend ungünstigeren Hebelverhältaissen ab

einer gewisse Schräglage (vgl. Kap. 3.3.2.). Ein weiterer Grund ist auch der,
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daß bei den kleinen Wellen die Wirkung des Windes (angenommene
Windegschwindigkeit in allen Beispielen 3 m/s) relativ stärker hervortritt
(vgl. Fig. 4.13. - 4.25.). Damit ist auch die scheinbar widersprüchliche
Tatsache erklärt, daß die noch weniger steifen Halme am 13. 6. (ST771 und
ST791) bei Wehenhöhen von 30 cm und mehr stärker beansprucht werden als

die steiferen der anderen Daten (vgl. Fig. 4.38.): die überproportionale
Zunahme des Biegemomentes erfolgt hier eben schon bei H 25 cm und nicht
erst bei 30 cm wie für die übrigen. Ganz in dieses Büd passen auch die Kurven
für die Beispiele ohne Treibzeug (SO..., Fig. 4.34. und 4.35.): Da die Kraft
des Wassers stetig (wenn auch nicht konstant) über den ganzen benetzten Teil
des Halmes verteilt ist, entsteht keine sozusagen plötzliche Verschlechterung
der Hebelverhältnisse. Die Kurven verlaufen deshalb regelmäßiger.
Aus den soeben besprochenen Kurven der Beanspruchung in Funktion der

Wellenhöhe (Fig. 4.33. - 4.36.) bzw. den diesen zu Grunde liegenden Zahlenwerten

der Tabehe 4.4. lassen sich Graphiken für den Vergleich der

Beanspruchung mit und ohne Treibzeug konstruieren (Fig. 4.40. und 4.41.):
Dargesteht ist das Verhältnis HjfH0 derjenigen Wellenhöhen, welche einmal
zusammen mit einem Treibholz von 6 kg Masse und einmal ohne Treibzeug das

gleiche Biegemoment im Halmfuß bewirken. Als Abszisse ist die Wehenhöhe

H0 gewählt. Damit kann für jede Wellenhöhe berechnet werden, um wieviel
sie reduziert werden müßte, damit bei Vorhandensein eines Treibholzes von
6 kg Masse die Beanspruchung des Halmes gleich groß würde. So kann die
Wirksamkeit des Einsammelns von Treibholz beurteilt und allenfalls mit
anderen Maßnahmen (Wehendämpfung) verglichen werden.

Eigenartigerweise zeigen ahe diese Kurven der Figuren 4.40. und 4.41. bei
einer Wehenhöhe H0 zwischen etwa 25 und 35 cm ein Maximum von über

90%, d.h. das Treibzeug hat in diesem Bereich fast keinen Einfluß. Einleuchtend

ist die Abnahme von Hj/H^bei größeren Wehenhöhen, da das Treibholz
mit seiner großen Angriffsfläche der Wehenwirkung viel stärker ausgesetzt
ist als die schlanken Halme. Warum auch bei den kleinsten Wehenhöhe der

Einfluß des Treibzeugs wieder zunimmt (abnehmendes Verhältnis Hj/H0),
läßt sich nicht leicht erklären. Vermutlich liegt es an den bereits wiederholt
erwähnten Resonanzerscheinungen, daß sich die Beanspruchungen mit und
ohne Treibholz bei Wehen von ungefähr 30 cm Höhe stark annähern (vgl. dazu

Fig. 4.33. - 4.36.; aus Fig. 4.33. ist ersichtlich, daß diese Erscheinung nur
beim Treibholz von 6 kg auftritt, während sich die Kurven der Beanspruchung

für die Halme mit [ST751] und ohne [S0751] Treibholz von 12 kg stetig
voneinander entfernen: die Wirkung des Treibzeugs nimmt hier stetig zu).



260

Aus den Annahmen für die Beispiele folgt, daß bei den kleineren Wehenhöhen
in den Figuren 4.40. und 4.41. für das Verhältnis //-^//pzwei verschiedene

Werte (gestrichelte und strichpunktierte Linie) erhalten werden, nämlich je
nachdem, ob man zur Beurteilung das maximale Biegemoment oder das

quadratische Mittel wählt: Das erste wird stark durch die besonders starken

Schläge beim ersten Zusammentreffen von Halm und Treibzeug bestimmt,
während sich im zweiten vorwiegend die vom Wind herrührende "Grandlast"
manifestiert. Der zum Teil sprunghafte Verlauf dieser Kurven im unteren
Bereich ist die Folge der im Falle von Treibzeug unregelmäßig ansteigenden

Beanspruchung bei zunehmender Wehenhöhe (Fig. 4.33. - 4.38.).
Bemerkenswert ist die weitgehende Übereinstimmung der Kurven Hj/Hq für
beide Flächen zu den beiden späteren Daten im "gesicherten" (weil eindeutigen)

abnehmenden Bereich rechts vom Maximum, während sie am 13. 6. für
beide Flächen übereinstimmend um etwa 5 cm auf der H0-Achse nach links
verschoben sind, wahrscheinlich als Folge der geringeren Wassertiefe und der

nach oben hin rasch abnehmenden Steifigkeit der Halme.

Generell darf trotz aller Vorbehalte gegenüber dem mathematischen Modeh
und der kleinen Anzahl von Beispielen aus den Kurven der Figuren 4.40. und

4.41. geschlossen werden, daß die Entfernung des Getreibsels
hinsichtlich der mechanischen Beanspruchung eine der wirksamsten
Maßnahmen darstellt. Im Gegensatz zu flexiblen Wellendämpfern nimmt
hier die Wirkung bei wachsender Wehenhöhe sogar noch zu.
Zusammenfassend kann gesagt weden, daß das mathematische Modell trotz
der ungünstigen Ausgangslage (ungenaue Kenntnis der Modellparameter bzw.
der ihnen zu Grande liegenden Halmeigenschaften) wenigstens im Rahmen

der hier besprochenen Beispiele im Allgemeinen plausible, durch Anschauung
oder Beobachtung in der Natur gut deutbare Resultate liefert. Wir möchten
deshalb den Schluß wagen, daß die in der Tabelle 4.5. angegebenen "zulässigen

Wellenhöhen" HG auf Grund des Grenzmomentes im zweiten Modehge-
lenk einigermaßen zutreffende Werte für eine kritische mittlere Wellenhöhe
sind, die ein Schilfbestand gerade noch aushält, wenn er in Festigkeit und

Steifigkeit etwa jenem von Altenrhein entspricht. Die entsprechende "kritische

signifikante Wellenhöhe" Hlß ist dann gemäß Gl. (44.25) 1,6 Mal größer.
Dies gilt selbstredend nur für natürliche Wehen. Schiffe und Boote erzeugen

einen Zug von mehreren aufeinanderfolgenden, annähernd gleich großen

Wellen. Zur Beurteilung solcher Wellen müssen deshalb die Werte HG aus

der Tabelle 4.5. entnommen und durch einen angemessenen Sicherheitsfaktor

dividiert werden.
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Ob das mathematische Modeh auch für andere Standorte brauchbare Resultate

liefert, müßte durch Nachrechnen anderer Verhältnisse und weitere Beobachtungen

abgeklärt werden. Immerhin beruht unser Modeh auf ahgemein gültigen

physikalischen Gesetzmäßigkeiten, so daß dessen Brauchbarkeit bei
richtiger Erfassung der standortsbedingten Eigenschaften (Modellparameter)
zumindest vermutet werden darf.

Tab. 4.4. Berechnete Beanspruchung (Biegemoment) der im Text besprochenen Beispiele
von Schilfhalmen, die durch Wellen, Wind und Treibzeug belastet werden.

Mi

max
**

Wellenhöhe [cm]
Wellenperiode [s]
Positives Biegemoment [N-cm] in den vier Gelenkpunkten
(Quadratisches) Mittel ("Standardabweichung")
Maximalwert
Die maximalen Momente sind in diesen Fällen durch die beim ersten Zusammenstoß

von Treibzeug und Halm entstehenden, erhöhten Ausschläge bestimmt.

Fläche 1.2, 13. 6. (ST 771)

«w Tw M, M2 M3 M4

a max a max a max <7 max

10 1,25 22 36 17 26 9 16 2 5 **
15 1,53 25 60 19 45 10 25 2 7 **
20 1,76 33 60 23 39 10 22 2 6 **
25 1,97 41 79 27 54 11 27 3 7
30 2,16 102 181 70 126 21 43 5 10

35 2,33 153 253 115 192 43 115 6 16

40 2,49 OO OO OO OO OO OO OO OO

Fläche 1.2, 13. 6., ohne Treibzeug (SO 761)

10 1,25 21 25 17 20 9 11 2 3

15 1,53 23 33 17 24 9 13 2 3

20 1,76 28 46 19 32 10 17 2 4
25 1,97 40 69 25 48 11 24 3 6
30 2,16 58 107 36 74 14 31 4 7
35 2,33 79 152 51 107 20 39 4 8

40 2,49 104 188 68 138 28 51 5 13

45 2,65 117 207 77 163 33 80 6 21

50 2,79 140 231 93 186 42 91 8 30
55 2,92 146 258 94 202 38 97 9 35

60 3,05 172 284 110 217 42 101 11 39

65 3,18 193 308 108 231 38 104 7 33

70 3,30 196 333 110 244 40 100 9 27
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Tab. 4.4. (Fortsetzung)

Hw Wellenhöhe [cm]
Tw Wellenperiode [s]
Ml 4 Positives Biegemoment [N-cm] in den vier Gelenkpunkten
er (Quadratisches) Mittel ("Standardabweichung")
max Maximalwert
** Die maximalen Momente sind in diesen Fällen durch die beim ersten Zusammen¬

stoß von Treibzeug und Halm entstehenden, erhöhten Ausschläge bestimmt

Fläche 4.3, 13.6. (ST 791)

Hw Tw
Ma M2 M3 M4

a max a max a max (7 max

10 1,25 22 39 17 27 10 18 3 5 **
15 1,53 24 52 19 35 10 20 3 5 **
20 1,76 29 51 22 35 11 21 3 6
25 1,97 34 69 24 46 11 22 3 8

30 2,16 77 146 53 110 16 35 4 6
35 2,33 OO OO OO OO OO OO OO OO

Fläche 4.3,13.6., ohne Treibzeug (SO 781)

10 1,25 21 24 17 19 10 11 3 3

15 1,53 22 29 17 22 10 13 3 3

20 1,76 25 40 19 28 10 15 3 4
25 1,97 32 58 23 39 11 20 3 5

30 2,16 42 85 29 58 13 26 3 7

35 2,33 58 118 37 84 15 32 4 8

40 2,49 76 144 48 105 19 40 4 U
45 2,65 90 160 55 126 24 64 5 23
50 2,79 104 180 64 139 27 64 5 20
55 2,92 108 202 63 151 24 64 7 32
60 3,05 126 223 70 162 26 70 8 32
65 3,18 134 240 72 173 24 72 6 26
70 3,30 141 261 79 184 29 77 6 24

Fläche 1.2, 27.6. (ST 711)

10 1,25 36 61 28 41 16 28 5 12 **
15 1,53 39 79 30 56 16 32 5 11 **
20 1,76 44 83 33 54 17 37 5 13 **
25 1,97 56 123 39 89 18 48 6 16 **
30 2,16 62 112 42 79 18 41 6 16

35 2,33 120 215 74 161 26 54 8 18

40 2,49 187 317 122 217 36 75 10 16

45 2,65 254 406 187 306 64 141 12 28

50 2,79 oo OO oo OO oo OO oo oo
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Tab. 4.4. (Fortsetzung)

M,

max
**

Wellenhöhe [cm]
Wellenperiode [s]
Positives Biegemoment [N-cm] in den vier Gelenkpunkten
(Quadratisches) Mittel ("Standardabweichung")
Maximalwert
Die maximalen Momente sind in diesen Fällen durch die beim ersten Zusammenstoß

von Treibzeug und Halm entstehenden, erhöhten Ausschläge bestimmt.

Fläche 1.2, 27.6., ohne Treibzeug (SO 751)

Hw Tw
M. M2 M3 M4

CT max ct max ct max CT max

10 1,25 35 38 27 30 16 18 5 6

15 1,53 37 47 28 35 16 21 5 7

20 1,76 41 61 30 42 16 24 5 8

25 1,97 47 79 33 53 17 29 5 10

30 2,16 56 103 37 67 18 35 6 11

35 2,33 77 134 43 86 19 41 6 14

40 2,49 101 174 54 112 23 48 8 16

45 2,65 128 223 64 146 26 56 8 18

50 2,79 161 278 90 187 33 66 10 22
55 2,92 192 333 108 242 43 95 11 31

60 3,05 253 378 155 307 71 166 16 61

65 3,18 287 415 163 327 69 164 22 75

70 3,30 310 450 172 346 72 182 19 77

Fläche 1.2, 27.6., Treibzeug 12 kg (ST 751)

10 1,25 38 68 29 48 16 33 5 14 **
15 1,53 40 77 30 54 16 35 5 11 **
20 1,76 45 87 33 57 17 38 6 14 **
25 1,97 55 112 39 71 18 43 6 15

30 2,16 68 147 45 91 19 50 7 18

35 2,33 108 211 66 152 25 64 8 22

40 2,49 196 351 131 233 39 81 11 26

45 2,65 OO OO OO OO OO OO OO OO

Fläche 1.2, 27. 6. (ST 721)

15 3,00 37 54 28 39 16 22 5 7

20 3,00 42 72 30 48 16 25 5 8

25 3,00 52 94 35 60 17 27 5 10

30 3,00 68 127 44 84 19 37 6 12

35 3,00 121 224 74 152 24 51 8 16

40 3,00 195 338 125 242 37 74 9 19

45 3,00 262 414 194 319 70 164 12 32

50 3,00 OO OO OO OO OO OO OO oo
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Tab. 4.4. (Fortsetzung)

Hw Wellenhöhe [cm]
Tw Wellenperiode [s]
Mx 4 Positives Biegemoment [N-cm] in den vier Gelenkpunkten
ct (Quadratisches) Mittel ("Standardabweichung")
max - Maximalwert
** Die maximalen Momente sind in diesen Fällen durch die beim ersten Zusammen¬

stoß von Treibzeug und Halm entstehenden, erhöhten Ausschläge bestimmt

Fläche 4.3, 27. 6. (ST 731)

Hw T
w

M, M2 M3 M4

CT max CT max CT max CT max

10 1,25 31 40 24 31 13 20 4 6 **
15 1,53 33 58 25 43 14 26 4 10 **
20 1,76 37 68 28 50 14 30 5 11 **
25 1,97 44 81 32 52 15 33 5 11

30 2,16 56 111 40 76 17 40 5 13

35 2,33 93 175 63 125 21 39 6 11

40 2,49 145 241 103 179 32 63 8 15

45 2,65 OO OO OO OO OO OO OO OO

Fläche 4.3, 27. 6., ohne Treibzeug (SO 731)

10 1,25 30 33 24 26 13 15 4 5

15 1,53 31 39 24 29 14 17 4 6

20 1,76 34 50 26 35 14 20 4 7

25 1,97 40 66 29 45 15 24 5 8

30 2,16 48 88 33 59 16 30 5 10

35 2,33 65 116 39 78 17 35 6 12

40 2,49 87 151 50 103 21 39 7 13

45 2,65 107 187 59 129 23 47 7 15

50 2,79 129 214 73 155 29 59 8 17

55 2,92 151 236 83 190 37 96 9 35

60 3,05 179 258 101 205 45 108 10 44
65 3,18 199 284 106 218 44 120 11 48
70 3,30 221 310 114 231 48 128 12 51

Fläche 4.3, 27. 6. (ST 741)

15 3,00 32 51 24 33 13 19 4 6

20 3,00 36 58 26 38 14 19 4 7

25 3,00 44 75 30 48 14 21 5 8

30 3,00 58 112 38 73 16 30 5 12

35 3,00 96 183 65 119 20 40 6 10

40 3,00 138 242 95 186 30 71 7 17

45 3,00 oo OO oo OO oo OO oo oo
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Tab. 4.4. (Fortsetzung)

Hw Wellenhöhe [cm]
Tw Wellenperiode [s]
Mj 4 Positives Biegemoment [N-cm] in den vier Gelenkpunkten
ct (Quadratisches) Mittel ("Standardabweichung")

Maximalwert
Die maximalen Momente sind in diesen Fällen durch die beim ersten Zusammenstoß

von Treibzeue und Halm entstehenden, erhöhten Ausschläee bestimmt.

max
**

Fläche 1.2, 23.7. (ST 811)

"w Tw M, M2 M3 M4

CT max CT max CT max CT max

10 1,25 36 63 28 46 16 28 5 11 **
15 1,53 39 71 30 55 16 27 5 11 **
20 1,76 44 83 32 51 17 33 5 13 **
25 1,97 55 132 38 86 18 46 6 15 **
30 2,16 66 142 44 93 19 45 6 17

35 2,33 118 218 72 156 24 49 8 16

40 2,49 186 330 115 231 33 74 9 16

45 2,65 248 448 161 323 51 121 11 27
50 2,79 OO OO OO OO OO OO OO OO

Fläche 1.2, 23. 7., ohne Treibzeug (SO 801)

10 1,25 35 41 28 32 16 18 5 6
15 1,53 37 49 28 36 16 20 5 7
20 1,76 41 63 30 43 16 23 5 8

25 1,97 49 86 34 57 17 29 5 9
30 2,16 60 119 40 76 18 35 6 11

35 2,33 86 162 49 104 20 41 7 13

40 2,49 118 218 65 140 25 48 8 16

45 2,65 149 281 80 184 29 58 8 19

50 2,79 184 335 107 229 39 78 10 24
55 2,92 210 384 120 283 46 118 10 32
60 3,05 256 419 159 343 71 189 17 66
65 3,18 296 455 171 366 74 194 19 81

70 3,30 328 495 182 389 78 215 18 81

Fläche 4.3, 23.7. (ST 831)

10 1,25 26 46 20 34 11 20 3 7 **
15 1,53 29 58 22 42 11 21 3 7 **
20 1,76 34 65 24 44 11 26 4 9 **
25 1,97 44 97 30 69 13 31 4 10 **
30 2,16 54 98 32 67 13 28 4 12

35 2,33 101 185 61 129 18 35 5 11

40 2,49 160 273 105 189 27 55 7 12

45 2,65 201 329 146 245 46 105 8 20

50 2,79 oo OO oo OO oo OO oo oo
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Tab. 4.4. (Fortsetzung)

Fläche 4.3, 23.7., ohne Treibzeug (SO 821)

Hw Tw M, M2 M3 M4

CT max CT max CT max CT max

10 1,25 25 30 19 23 11 13 3 4
15 1,53 27 37 20 26 11 14 3 5

20 1,76 30 48 22 33 11 17 3 5

25 1,97 37 66 25 43 12 20 4 6

30 2,16 51 92 30 58 13 24 4 8

35 2,33 68 125 37 78 14 28 4 9

40 2,49 94 165 49 104 17 33 5 11

45 2,65 118 209 60 136 21 40 6 13

50 2,79 146 245 80 167 28 58 7 17

55 2,92 169 281 90 208 34 88 7 22
60 3,05 210 306 118 248 51 132 11 47
65 3,18 241 335 124 265 51 133 14 59
70 3,30 269 364 135 281 57 150 15 61

Tab. 4.5. "Zulässige Wellenhöhen" der gerechneten Beispiele.

Hc: in bezug auf das Grenzmoment; HB: in bezug auf das Bruchmoment; Hn
tätskriterium (vgl. Text)

Stabili-

Beispiel # Datum Fläche "Zulässige Wellenhöhe" HG IHg [cm] für LI
max

[cm]Fußpunkt Gelenk 2 Gelenk 3

ST 771 13. 6. 1.2 27/30 27/31 30/34 35

SO 761 13. 6. 1.2MT 0 31/41 33/42 35/59 >70
ST 791 13. 6. 4.3 26/30 26/31 27/>30 30

SO 781 13. 6. 4.3WT 0 29/42 31/44 31/61 >70

ST 711 27. 6. 1.2 34/43 38/44 44/>45 45

SO 751 27.6. 1.2MT 0 42/59 53/59 58/>70 >70
ST 751 27. 6. 1.2 MT= 12 kg 35/40 38/>40 >40/>40 40

ST 721 27. 6. 1.27 3$ 34/42 37/44 44/>45 45

ST 731 27. 6. 4.3 33/38 34/40 >40/>40 40

SO 731 27.6. 4.3Mr 0 38/51 45/54 57/65 >70

ST 741 27.6. 4.3T 3s 33/38 34/39 >40/>40 40

ST 811 23.7. 1.2 36/44 40/47 >45 / >45 45

SO 801 23.7. 1.2MT 0 42/63 55/66 >70/>70 >70

ST 831 23.7. 4.3 34/40 38/46 >45 / >45 45

S0821 23.7. 4.3 A/T 0 39/55 55/64 >70/>70 >70
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Generelle Legende zu den
Figuren 4.13. - 4.25.:
Berechnete Schwingung eines
Schilfhalmes (Modell) unter
der Einwirkung von Wellen,
Wind und Treibzeug. Dargestellt

sind die waagrechten
Bewegungen (jc-Richtung) der
oberen Enden der Teilstäbe
(Punkte i bis 4), des Treibzeugs

(t) und des Schnittpunktes

Halm-Wasserfläche (w)
gemäß der eingefügten
Definitionsskizze. Nachgezogen sind
die Linien für die Halmspitze
(Punkt 4) und das Treibzeug
(t). Die Sternchen (*) bezeichnen

die Bewegung eines
unbeeinflußten Wasserteilchens auf
dem Ruhewasserspiegel.

Fig. 4.13. Beispiel ST811, Wellenhöhe H 10 cm, Wellenperiode T 1,25 s
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Fig. 4.14. Beispiel ST811, Wellenhöhe H 15 cm, Wellenperiode T 1,53 s.

Man beachte, wie das Treibzeug am Anfang den Halm noch nicht berührt; der erste fühlbare
Kontakt zwischen Halm und Treibzeug erfolgt ungefähr zur Zeit t 12 s und hat einen besonders

starken Ausschlag zur Folge. (Dies gut bei diesem Beispiel fur alle Fälle mit einer Wellenhöhe

von nicht mehr als 25 cm, d.h. auch für die Figuren 4.13., 4.15. und 4.16.
Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.15. Beispiel ST811, Wellenhöhe H 20 cm, Wellenperiode T 1,76 s.

Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.16. Beispiel ST811, Wellenhöhe H 25 cm, Wellenperiode T 1,97 s.
Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.18. Beispiel ST811, Wellenhöhe H 35 cm, Wellenperiode T 2,33 s.
Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.19. Beispiel ST811, Wellenhöhe H 40 cm, Wellenperiode T 2,49 s.
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274

11,50

13,50

15,50

17,50

19,50

21,50

23,50

0,0 1,0 00 3,00
h*I jrw2

1T*< Auslenkung x m

»4
W3N4
2W3

-jW 3 ^4-1^-2~T^*
TITn

4^1 * 2WT-"^
1 * W,T^
nu,T3r-^ 3

W*5-4
12W 3 ^4
1^—TtL•T«-3

*WT>,
2 WT.

* 2 ta2 W

4-vi 1.

>j IW 3

T-H * 3

2W T

TiT
1 -T**^

?*
1W*3
-T& 3^4^
1 T~T—*3

>T
*2 W T) «N

-J"v^1 *BiT—

WS
.L2W 3
T-~^-w-¦«L *3

-—~
2 WT

2*WT

>1 *WT

ri* 3
ad 14

tT If

Zeit s

Fig. 4.20. Beispiel ST811, Wellenhöhe H 45 cm, Wellenperiode T 2,65 s.

Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.21. Beispiel ST811, Wellenhöhe H 50 cm, Wellenperiode T 2,79 s.
Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.22. Beispiel ST711, Wellenhöhe H 20 cm, Wellenperiode T 1,76 s.

Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.23. Beispiel ST731, Wellenhöhe H 20 cm, Wellenperiode T 1,76 s.

Die gegenüber dem Beispiel ST711 (Räche 1.2) weicheren Halme der Fläche 4.3 vollführen unter

den gleichen äußeren Einwirkungen größere Bewegungen, die daraus resultierenden
Beanspruchungen (Biegemoment) sind aber trotzdem kleiner (vgl. Tab. 4.4.)
Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.24. Beispiel ST721, Wellenhöhe H 20 cm, Wellenperiode T 3,0 s.

Obwohl die Wellen der Figuren 4.24. und 4.4.25. mit T 3 s fast doppelt so lange Perioden
haben wie jene der Fig. 4.22. und 4.23., sind die Ausschläge fast gleich groß.
Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.25. Beispiel ST741, Wellenhöhe H 20 cm, Wellenperiode T 3,0 s.

Obwohl die Wellen der Figuren 4.24. und 4.25. mit T=3 s fast doppelt so lange Perioden haben
wie jene der Fig. 4.22. und 4.23., sind die Ausschläge fast gleich groß.
Generelle Legende s. Fig. 4.13.
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Fig. 4.26. Darstellung der berechneten Halmschwingung in Seitenansicht (entsprechend der
Definitionsskizze in Fig. 4.13.) Als Beispiel wurde die gleiche Serie gewählt wie in den Figuren
4.13. - 4.21. (Beispiel ST811). Durch senkrechte gestrichelte Linien sind Zeiträume von ungefähr

einer Wellenperiode abgegrenzt
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-0,2 -0,1

- 283 -

0,0 0,1
-i—»a *

0,2 0,3

3W Ts V
2* 3WST1
2 * 3W T
5 * 3 W

J

2 **|8 ^2 W _f5 w* rW3*J-
22,10

22.30

22,50

22,70

22.90

23,10

23.30

23,50

23,70

23,90

24,10

24,30

24,50

1

S**T^'
1 Auslenkung x [m]

i 2^««^;4>,

V*s? s?4'
SAV.3 WL

4S&
i/1 l-W3N.

-W3 4,
!W3 4
w3 J-*

V
^T->

(p
ra/
&*

•1 A^*Ä;
"TA—i
ï v7T4A4.

3 W ^
I

*^4^3w.x2ir 3 wj"l£ 3 wr 2H air 2.

1 22
1

2jA1',
.1-" 3 4

¦^v
WT-

(TA

3 W
3 W

\ IL 2 3W 1

¥^A=-a
5 U 'T

2. * 3W

T 4n
W T. 4,

I IV1 t
i jr ,4

**£.r^TU^l
.JjïS^'-A*

4^

3^'
tTFt3 W2 ;

4^s;
T^

fcb.

\ §4
N. .44i*"

"-~r.
•^a.

Zeit [s]

Fig. 4.28. Wie Fig. 4.27.; Gm= 1,25.



284

-0.2 0,20.1 0,0 0.1 0.3

'S
S Auslenkung x [m]~-st

-sj
*>-,

a.
f*^-T22 70

r-4^i 3W .4" .-><

-5-5.
22 90

3 W

î n" <ï
1 2 W3
1 2 «31-

23

3 W2 1

4. Kl 1

^4- 3 W2 1
4^3W21^^n3023

2W3>(

3 .47m
A23 50 % ^

X% K2 H

A7023 11
WM

3W ß
W 4

V
W*»9023

/
24

^3024 *%

r^r
24.50

^«. 4rv3wi\
24 70

W,TV^ 4*
3 W .T^ _4

P=12 W
1 2 H3JP*

1 2 H-^SÏ^*

3W 2

181
4- 3 W 2 I

4^jfl4_ 3

V' fi*

24,90

25,10
Zeit [s]

Fig. 4.29. Wie Fig. 4.27.; Gm 1,5.



22,70

285

0.2 0.1 0,0 0.1 0.2 0,3

Auslenkung x [m]

^. ff^
VAT**tf""-J

3 W ^-T*.i H "T
3 W

Ü^X90 3 W

ft.
**-43 H

•i¦ 2

23
W 3

t=Z2 W
1 2 W

23.30

^ «8==,5023 213^4
2 W ^4

2 W3 *
2 w
§ W .4

23H4^

23 70 23W4

lì
H 4

23 90
tïvi

24.10

24 30

24 50 *»-Sf4
i nw

^¦f-L 2
T.^4* trr.•-r.3 W ^3 W

24

W T

V .^J b^24 90
1 2

U^Tfl J
25

Zeit [s]

Fig. 4.30. Wie Fig. 4.27.; Gm= 1,75.



286

-0.2 0,1 0,0 0.1 0.3

*%
Auslenkung x [m]

^^7022

3 W"T 3 W 4
W —43 W

îf* ^4>
22 90 ¦^

*-4
2 W3JT' A

I LjK 4' ¦
Se:

23 ^5'- j4' 3W2ri W2

V 33W4^ 3W2
^M^ 3WA!Iw

«v,3023

A23.50
•v..

^~r.^- *.
*=-r23,70

23.90

24,10

24,30

24,50

24.70

24,90

*J 3W*4

î 2 T W^>— 4-,
1 2T W * j1 Tfi W *4^
4—-M W— ,-Y

-^ ^4.31

4^.r-

A^Sa.

^s.
!»-,

^r1 2 * Jfli 2 * r 3i
1 2 A_-T3ft

1 2Jjr--W^-'4'

_ W 2
3 W -
3 W -*-4^ 3 W 2

25,10 f" 2WÏ-4

Zeit [s]

Fig. 4.31. Wie Fig. 4.27.; Gm 2,0.



22,70

22,90

23,10

287

0.2 0.1 0.0 0.1 0,2 0,3

W3 .4
2W3_4^\ Auslenkung x [m]2S4

N \w

?3V>4s

%

thVs w
AX

^V*
s*^

£23.30

23.50

N
2-WA

23 70 *W4

î «a

m¦f-90

jf*s
A24

r*

24 30 X
24 50 **-.

W i^* 2

7024
31 TV.

3WTy1 2

2 W3

Syg&Z9024 2 «13-^-4

^-H, 3 W 2
4- 3 W2^i25 38»

Zeit [s]

Fig. 4.32. Wie Fig. 4.27.; Gm=2,5.



- 288 -

max

Nm

,oS0751

4 o SI711 A
/ 4ST751/»/

3
1

i f/
2

1
¦

0-- —-*-"
--*-'*

/<vr

///
/1

s
<r'

0

10 20 30 40 50 60 70 cm

Nm 6,

SI711

ST751

,oS0751

10 20 30 40 50 60 70 cm

Fig. 4.33. Berechnetes Biegemoment im Fußpunkt der Schilfhalme in Abhängigkeit von der
Wellenhöhe// aus den im Text besprochenen Beispielen.
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