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Leonhard Euler und die Elektrodynamik

EDGAR MULLER, Chemin des Bouleaux 14, 1012 Lausanne

Zusammenfassung

In Quaternion-Algebra ergibt der Gradient §+A des 4-Potenzials A direkt das
elektromagnetische Feld (E/c + B): § A =i(Ey/c+ B;)+j(Ez/c+ Bz)+ k(Es/c+ Bj).

Résumé

En algebre des quaternions, le gradient § + A du 4-potentiel A donne directement le
champ électromagnétique (E/c + B). 6§ A =i(E;/c+ B;) +j(Ez/c + Bz) + k(Ez/c + Bj).

Summary

In quaternion algebra, the gradient § A of the 4-potential A yields directly the
electromagnetic field (E/c + B): § «A=i(E;/c+ By)+j(E;/c+ By)+ k(Es/c + Bs).

1. Einleitung

Die Assoziation des Mathematikers LEONHARD EULER (1707-1783) mit der Elektro-
dynamik liegt nicht auf der Hand, denn die Theorie der Elektrodynamik wurde erst
vom hundert Jahre spiter lebenden JAMES CLERK MAXWELL (1831-1879) geschaffen.
Und doch war es LEONHARD EULER, der eine fiir die Elektrodynamik fundamentale
mathematische Beziehung entdeckte: die Vier-Quadrate-Identitit.

Die Vier-Quadrate-Identitit

Der in St Petersburg wirkende Schweizer Mathematiker LEONHARD EULER offenbarte
die nachfolgende algebraische Identitédt in zwei an den ebenfalls in St. Petersburg ti-
tigen CHRISTIAN GOLDBACH gerichteten Briefen, vom 4. Mai 1748 (mit € = 1)" und
vom 12 April 1749 (mit ¢ = £1)", in der nachfolgenden Form:

(@ + % + ¢ + d*)(p* + ¢ + 7 + 5*) =(ap + bg + cr + ds)* +
(ag — bp — ecs + edr)?

1 E:il.

(ar + gbs — ep — edg

— S N
L]

2

(as — ebr + ccq — dp

Der Beweis der Identitét erfolgt durch einfaches algebraisches Ausrechnen.

Wie EULER selbst in seiner Korrespondenz erwihnte, konnen die Zahlen a, b, ¢, d, p,
q, r, s sowohl positiv als auch negativ angenommen, miteinander kombiniert, und in
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threr Ordnung verdndert werden, was zu weiteren Moglichkeiten der Vorzeichen im
Produkt fihrt. Diese Moglichkeiten sind alle mathematisch dquivalent.

Unter diesen weiteren Moglichkeiten ist die folgende besonders erwéhnenswert:

(Ve+vi+vi+vi)(wi+wi+wi+ws)=
(VoWp — ViW; — VoW, — VaWy)? +
(Vowl +Vviwgy +Vowg — v3w2)2 +
(Vowy — viw3 + vowo + vawy)? +
(Vows + viw, — vowy + vawg)?

weil sie die die heute gebrduchliche Quaternionen-Multiplikationsregel préifiguriert.
Der Beweis der Identitét erfolgt durch algebraisches Ausrechnen.

Quadratsummen konnen als Skalarprodukte von Vektoren mit sich selbst, d.h. als
Langenquadrate, aufgefasst werden, und die EULERsche Vier-Quadrate-Identitdt be-
sagt deshalb, dass es im vierdimensionalen Raum ein Vektorprodukt gibt, bei dem die
Léinge des Produkts zweier Vektoren gleich dem Produkt der Ldngen der Vektoren
ist. Diese Eigenschaft wird als multiplikative Norm bezeichnet™. Das durch die
EULERsche Vier-Quadrate-Identitét definierte Vektorprodukt begriindet einen hyper-
bolischen Raum mit negativer Metrik (+1.-1.-1.-1), der dem Zahlensystem der Qua-
ternionen entspricht".

Die Quaternionen und ihre Rechenregeln

Quaternionen (q = (qo + iq; +jq, + kqa), mit i* = j2 =k*= ijk = -1) haben die folgen-
den Eigenschaften':

Linge: lal = V& + o + a§ + a5
Einheitsquaternion: q/lql
Konjugierte: q" = (qo —iq; —ja, —kqa)

Produkt: (ap +1a; +ja, + kaz)* (by +1b; + jby + kb;s) =
(agbg — ajby —a;b; —azbs) +
i(agh; + a;by + azbs —asb,) +
j(agb, —a;bg +a;by + agbhy) +
k(agbhs +a;b; —ayby + azbg).
Das Quadrat dieses Produkts, (a*b)*(a*b) = a*(b*b)*a = (a*a”)(b*b")
ist gemdss q*q = q" *q= (g5+ g+ q5+ q%) die EULERsche 4-Quadrate-
Identitét.
Das Produkt ist nicht kommutativ: a*b # bxa
Produkt mit der Konjugierten: q»q = q *q = |q|?
Inverse: qt=q/(q*q)
Fiir Einheitsquaternionen gilt: q! =q°

34



Rotationen im 4-dimensionalen Raum

Die Multiplikation eines vierdimensionalen Vektors P von links oder von rechts mit
einem Einheitsquaternion stellt eine isokline™ Doppelrotation im 4D-Raum dar. Jedes
Einheitsquaternion kann ndmlich in der folgenden Form dargestellt werden:

q(e) = (cos(e) +iuysin(e) +ju, sin(e) + kussin(e)) :
u ist darin ein 3D-Einheitsvektor, der die Achse der Rotation festlegt; und
@ ist der Rotationswinkel um diese Achse u.

Das Quaternion rotiert den Vektor P aber nicht bloss um die u-Achse im 3D-Raum,
sondern gleichzeitig ebenfalls ,,von innen nach aussen™ oder ,,von aussen nach innen*
im 4D-Raum (Doppelrotation). Spezifisch flihrt eine Multiplikation mit q(p) von
links mit positivem ¢ zu einer Rotation im mathematisch positiven Sinn und ,,von
innen nach aussen®. Ein Vorzeichenwechsel des Rotationswinkels ¢ fiihrt zu einer
Rotation im mathematisch negativen Sinn und ,,von aussen nach innen*“, Die Multi-
plikation mit q(¢) von rechts mit positivem ¢ &ndert den mathematischen Sinn der
3D-Rotation, nicht aber den Sinn der .,,innen — aussen‘-Rotation.

Um eine blosse Rotation von P im 3-dimensionalen Raum zu erhalten, kann eine
Rotation von links mit dem halben Rotationswinkel mit einer Rotation von rechts mit
dem halben negativen Rotationswinkel kombiniert werden; die beiden 3D-Rotations-
komponenten addieren sich dann zum vollen Rotationswinkel auf, wihrend die 4D-
~innen-aussen® und ,,aussen-innen‘“-Rotationskomponenten sich gegenseitig authe-
ben.

P = (Q(g)) % Py * (q(_f)) =q*Py*q
mit q (g) = (COS (%) + 1 ujsin (g) +ju, sin @) + kussin (?))

Gleicherweise kann, um eine blosse 4-dimensionale..nnen-aussen® oder ,,aussen-
innen‘“-Rotation von P zu erhalten, eine Rotation von links mit dem halben Rota-
tionswinkel mit einer Rotation von rechts mit dem halben Rotationswinkel kombi-
niert werden; die beiden 3D-Rotationskomponenten heben sich dann gegenseitig auf,
wihrend die 4D-,innen-aussen” oder ,aussen-innen‘-Rotationskomponenten sich
zum vollen Rotationswinkel addieren.

= (a(®) r (a() =a-rora

Quaternionen in der Elektrodynamik

Die kovariante Formulierung der Elektrodynamik leitet alle elektrischen Gréssen von
einem 4-Potenzial A= (? (AI.AZ.AB)) und einer 4-Ladungsstromdichte
] = (pc, (J1.]2.]3)) ab, mit Hilfe der Grundgleichung der Elektrodynamik:
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worin O der D*ALEMBERTsche Operator 1st.

Das elektrische Feld E und das magnetische Feld B gehen aus dem 4-Potenzial ge-

miéss den folgenden Gleichungen hervor™:

SA
E= —Vo— o

B= VXA

Die Grundgleichung der Elektrodynamik ist ein Analogon zur POISSON-Gleichung
der Elektrostatik: divgrad(e) = A (@) = —4np,

nur dass sie in einem 4-dimensionalen Raum mit negativer Metrik (+1,-1,-1,-1) for-
muliert ist, und dass in ihr sowohl Potenzial wie auch Ladungsstromdichte vektorielle
Grossen sind.

Die div grad-Struktur des D’ ALEMBERTschen Operators wird in der Regel mit Hilfe
von Tensor-Algebra bewiltigt, d.h. der Gradient wird als 2-Form durch Differen-
zieren jeder Komponente des Vektorpotenzials A nach jeder Richtung gebildet. Man
erhdlt dadurch den Feldstdrke-Tensor F als F*V = §*AY — §YA*. Der F-Tensor enthilt
die getrennten Feldkomponenten von E und B. Dieses Vorgehen entspricht aber nicht
der physikalischen Natur des Gradienten eines Potenzials, der bloss eine 1-Form, d.h.
ein Vektor, sein kann"™, und elektrisches und magnetisches Feld sind auch keine ge-
trennten, sondern zusammengehodrende Grossen, die eine selbe Ursache haben.

Es wurde bisher wenig beachtet dass die direkte Differenzierung des 4-Poten-
zials A mit einem Quaternion-Differenzialoperator § ebenfalls, und in ganz
natiirlicher Weise, zu den elektromagnetischen Feldkomponenten fiihrt":

(80 +16; +j6, + k83) * (Ap + 1A, +jA, +kA3) =
((8oAo — 81A; — 85A; — 83A3) +
1(8pA; + 8140 + 8,A; — 834;) +
j(8oAz — 81A3 + 8A¢ + 83A1) +
k(8oAs + 8;A; — §,A1 + 834)) ,

und nach Umordnen der Terme in den Zeilen 2, 3, und 4:

((8oAg — 81A; — 834, — 83A3) +
1(8gA; + 81Ap + 8,45 — 83A,) +
j(60Az + 82A0 — ;A3 + 83A) +
k(8oA3 + 83A¢ + 8;A; — 8A1)).

In Zeilen 2, 3, und 4 stellen nun die Terme (§,A; + §;4,) = (%%Ai + %%) die Feld-
komponenten % i=1,23, des elektrischen Feldes E dar. Man beachte die Vorzei-
chen-Umkehr wegen der negativen Metrik (+1,-1,-1,-1) des Minkowski-Raumes.

Die Terme (+68,A; — 854,), (—8;4A; + 8§34,), und (+ 6;4, — 8,A;) sind gemadss
B = VxA die Feldkomponenten B;, i = 1,2,3, des magnetischen Feldes B.
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Unter LORENZ-Eichung®, § A% = 0 (4-Divergenz = 0), verschwindet zudem die erste
Zeile,

In Quaternion-Algebra ergibt damit der Gradient & * A des 4-Potenzials A direkt das
elektromagnetische Feld (E/c + B):

§+A=i(E,/c+ By) +j(E,/c+ B,) + K(E;/c+ Bj).

Die elektromagnetischen Feldkomponenten E/c und B sind hier nicht rdumlich ge-
trennt, sondern unterscheiden sich bloss durch ihre Symmetrie: Das elektrische Feld
E/c stellt den Quellen-Teil, das magnetische Feld B den Wirbel-Teil des elektro-
magnetischen Feldes dar; beide sind Teile einer selben 4-dimensionalen isoklinen
Doppelrotation, und kénnen durch einen einzigen Vektor ausgedriickt werden. Wie
man sich durch Ausrechnen iiberzeugen kann, ist das Quadrat dieses Gradienten
(8§+A)* (§+A) = (E/c)? + B2, d.h. die gemischten Terme verschwinden.
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digerweise eine Richtung im Raum haben.

Wir bezeichnen im Folgenden diesen Differenzialoperator mit § und seine Komponenten mit

. - _ 186 N 5, = o 8
&, Im Speziellen ist 90 = Z 77, 175 55,2927 und 03 = ==

6}‘: ]

w
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