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De la realite des nombres

Edgar Müller, Chemin des Bouleaux 14, 1012 Lausanne

Resume

On demontre que la realite physique est conditionnee par les identites algebriques de « 2 carres »,
de « 4 carres » et de « 8 carres ». Ces identites definissent des espaces non-Euclidiens ä geometrie
hyperbolique et ä metrique negative. Ainsi l'identite de « 4 carres » mene-t-elle au 4-espace H,
dans laquelle I'equation de Po/SSON gouvernant le transport de matiere devient une equation
d'onde qui, dans sa forme ia plus generale, correspond ä I'equation fondamentale de

l'electrodynamique. La geometrie hyperbolique du 4-espace H mene directement ä Ia
transformation de Lorentz etäla relativite restreinte.

Zusammenfassung

Es wird aufgezeigt dass die physikalische Realität durch die algebraischen 2-Quadrate, 4-Quadrate
und 8-Quadrate-Identitäten konditioniert ist. Diese Identitäten konstituieren nichteuklidische
Räume, mit hyperbolischer Geometrie und negativer Metrik Die 4-Quadrate-Identität führt in
dieser Weise zum 4-Raum H, in dem die den Materietransport beschreibende PoissoN-GIeichung
zu einer Wellengleichung wird, die in ihrer allgemeinsten Form der Grundgleichung der
Elektrodynamik entspricht. Die hyperbolische Geometrie des 4-Raumes U führt in direkter
Weise zurLORENtz-Transformation undzurspeziellen Relativität

It is shown that physical reality is conditioned by the algebraic 2-square, 4-square, and 8-square
identities. These identities constitute non-Euclidian spaces, with hyperbolic geometry and negative
metric. In this way the 4-square identity leads to the 4-space M, in which the Poisson equation,
governing the transport ofmatter, becomes a wave equation, which in its mostgeneral form
corresponds to the fundamental equation ofelectrodynamics. The hyperbolicgeometry ofthe
4-space H leads directly to the Lorentz transform and to special relativity.

1. L'invariance directionnelle des lois de la physique

L'independance directionnelle est liee ä l'existence de scalaires
invariants. Le baton OP, de longueur r, peut etre tourne autour de

l'origine O. Ce faisant, les coordonnees (x,y) de son bout P changent.

Summary

Y
II decoule de notre experience quotidienne, que les lois de la

physique ne dependent pas du lieu et de la direction. Un baton
conserve sa longueur, independant de son orientation dans

l'espace. Ceci a des consequences profondes sur la theorie
physique.

L'invariance du lieu se manifeste en ce que les degres de liberie
physiques (les coordonnees) entrent toujours comme differences
dans les formules.
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Cependant, selon le theoreme de PYTHAGORE, la somme des carres x2 + y2 r2, et par consequent la
longueur r du baton, restent invariants sous une rotation du baton ou du Systeme de coordonnees.

1

2. La norme multiplicative

La physique ne se borne pas ä la description de la realite physique en soi, mais comporte egalement
la description de ses changements (mouvements) et interactions. Un changement (mouvement)

correspond ä un quotient differentiel, p.ex. qui exprime le changement d'une quantite

dependante f(x) lors d'un changement de la variable independante x. Dans le cas de quantites
vectorielles de dimension n, la totalite du changement est exprime par la matrice de Jacobi, de
dimension n x n :

qui est le produit exterieur d'un Operateur vectoriel de dimension n et d'une fonction vectorielle de

meme dimension. Etant donne que le changement appartient au meme espace physique de
dimension n, ce produit exterieur de dimension n x n, pour representer une realite physique, doit
etre reductible sans ambigui'te, ni diviseurs de zero, ä la dimension n; en d'autres termes, il doit
exister un « produit vectoriel » a*b avec une norme multiplicative, c'cst-ä-dire telle que |a||b| |a*b|

ou, ce qui revient au meme, (a-a)(b-b) (a*b)-(a*b).

3. Les quatre espaces de nombres avec norme multiplicative

Comme A. Hurwitz l'a prouve en 18982, il n'y a que quatre constructions mathematiques de base,

en plus de leurs isomorphes, qui possedent une norme multiplicative, ä savoir l'espace des nombres
reels M, l'espace des nombres complexes C, l'espace des nombres hypercomplexes MI (quaternions)
et l'espace des nombres hyper-hypercomplexes <0 (octonions). Les espaces C, H et O sont
respectivement bases sur des singularites mathematiques, notamment les identites de 2, 4 et 8

carres.

3.1 L'espace des nombres reels M.

Pour n 1 la formule est triviale:

(x2)(y2) (x*y)2

Elle vaut pour toute paire de nombres (x, y) £ IRL

3.2 L'espace des nombres complexes3 C

Pour n 2 il existe une identite de 2 carres4 :

(*o + xi)(Yo + ^i2) (^o>o - XiYi)2 + M + X.Yo)2

qui peut etre exprimee comme carre vectoriel:

La substitution (avec i2 -1)

84



Xo-xo; Yo-yo;
X[ ixu Yi iyi;

donne maintenant

(*o - *i)Oo - yi) (wo + ^iyi)2 - (x0yi + *iyo)2

ce qui correspond ä un carre vectoriel ä metrigue negative:

(*o\2 (Vo\2 (x0y0 + XiyJ\2
yixj yiyj \i(x0yt + x^y0)J

Les nombres complexes sont associates: a(bc) (ab)c, et commutatifs: ab ba.

3.3 L'espace des nombres hypercomplexes5 (quaternions) H

Pour n 4 it existe une identite de 4 carres6,

(Yo + Xl + Xf + X|) {Y2 + 1? + Yi + Y32)

+(x0y0 - x1y1-x2y2 - X3Y3)2

+M+ x1y0 + x2y3- x3y2)2
HX0Y2 + X2Y0 - XJ3 + X3Y,)2

+(X0y3+ XaYo+XM- X2Yi)2

qui peut etre exprimee comme carre vectoriel:

X0\2 /Y0\
2 KX0Y0 - XtYt - X2Y2 - X3Y3)\

2

xA yA / (Y0Yt + X^o + X2Y3 - X3Y2) \

X2 I \Y2) I (X0Y2 + X2Y0 - XtY3 + X3Y{) I

xj \yJ \(x0y3 + x3y0 + xxy2 - x2Yi)I

II y a ici apparemment une coordonnee (Xo, Yo) qui se distingue des trois autres (indices 1, 2, 3). La
substitution (avec i2 j2 k2 ijk -1):

Xo xo; Y0 yo;
Xi ixi; Yi iyi;
X2=jx2; Y2 jy2;
X3 kx3; Y3 ky3;

donne maintenant:

(xg -xf-xg- xg) (yg - y\ - y| - y|)
+(x0y0 + xm + x2y2 + x3y3)2
~(.x0yi + *iy0 + *2ys - *sy2)2
-(x0y2 + xzy0 - xxy3 + x3yi)2
-(x0y3 + x3y0 + xty2 - x2yi)2

ce qui correspond ä un carre vectoriel ä metrigue negative:

x0 \2 / y0 \2 / (*0yo + *iy1 + x2y2+ x3y3) \2
ixi W iyi 1 [ i(x0yi + x^o + x2y3 - x3y2) \

jx2 I I jy2 I I j(x0y2 + x2ya - xty3 + x3yt) I

kx3) \ky3) \k(x0y3 + x3y0 + x^ - x2yi)J

Contrairement aux nombres complexes, on ne peut pas faire disparaitre ici tous les signes negatifs..
Les quaternions sont associatifs : a(bc) (ab)c, mais non-commutatifs: ab i=- ba.
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On a i2 =j2 k2 ijk -1; ij -ji k; jk -kj i; ki -ik=j.

3.4 L'espace des nombres hyper-hypercomplexes7 (octonions) O

Pour n 8 existe l'identite de 8 carres8

(X02 + X2 + X\ + X\ + X\ + X§ + Xl + X?) (Y£ + Yx2 + Y2 + Yi + Y42 + Y2 + Y2 + Y2)
+(X0Y0 - xxYx - X2y2 - X3Y3 - X4Y4 - XSYS - X6Y6 - X7Y7)2

HX0Yi + XtY0 + X2Y3 - X3Y2 + X4Ys - X5Y4 - X6Y7 + X7Y6)2

HX0Y2 - xxy3 + X2Y0 + X3Y4 + X4Y6 + X5y7 - X6Y4 - X7Ys)2

+(X0Y3 + x4Y2 - X2y4 + X3Y0 + x4Y7 - xsy6 + x6y5 - X7Y4)2

+(x0y4 - x4ys - x2y6 - x3y7 + X4Y0 + x5y4 + x6y2 + x7Y3y
+(z0y5 + x4y4 - x2y7 + x3y6 - x4y4 + x5y0 - x6y3 + x7y2)2
Hx0y6 + x4y7 + X2y4 - X3ys - X4Y2 + x5y3 + X6Y0 - X7Y4)2

HX0Y7 - x4Y6 + x2y5 + x3y4 - x4y3 - X5Y2 + X6Y4 + X7Y0)2

qui peut etre exprimee comme carre vectoriel:

/(X0Y0 - X4Y4 - X2Y2 - X3Y3 - X4Y4 - X,YS - XJ6 - X7Y7)\
2

(^0^1 + XtY0 + X2Y3 - X3Y2 + X4Y5 - X5Y4 - X6Y7 + X7Y6)

(X0Y2 - XtY3 + X2Y0 + X3Y4 + X4Y6 + X5Y7 - X6Y4 - X7Y5)

(X0Y3 + XJ2 - X2Y4 + X3Y0 + X4Y7 - X5Y6 + X6Y5 - X7Y4)

(x0Y4 - X4Ys - X2Y6 - X3Y7 + X4Y0 + X5Y4 + X6Y2 + X7Y3)

(X0Y5 + X7Y4 - X2Y7 + X3y6 - X4Y4 + XSY0 - X6Y3 + X7Y2)
I (X0Y6 + X4Y7 + X2Y4 - X3Ys - X4Y2 + XsY3 + X6Y0 - X7Y4)

\(x0Y7 - X4Y6 + X2Ys + X3Y4 - X4Y3 - XsY2 + X6Y4 + X7Y0y

II y a ici apparerament une coordonnee (Xo, Yo) qui se distingue des sept autres (indices 1 ä 7). La
substitution (avec i2 j2 k2 l2 m2 n2 o2 ijklmno -1):

Xo xo; Y0 yo;
Xi ixi; Yi iyi;
X2=jx2; Y2 jy2;
X3 kx3; Y3 ky3;
X4 IX4; Y4 ly4;
X5 mx5; Y5 my5;
Xfi nx6; Y6 ny6;
X7 0x7; Y7 oy7;

donne maintenant:

(xl-xl-xl - xl -x\-xl-xl- xl) (yl - y\ - y\ - y| - y2 - y| -yl~ yl)
Hx0y0 + xxyx + x2y2 + x3y3 + x4y4 + x5ys + x6y6 + x7y7)2
—(.XoVi + XiYa + x2y3 - x3y2 + x4y3 - x3y4 - x6y7 + x7y6)2
~(.x0y2 - xxy3 + x2y0 + x3yx + x4y6 + xsy7 - x6y4 - x7ys)2
~(x0y3 + xxy2 - x2yx + x3y0 + x4y7 - xsy6 + x6ys - x7y4)2
~(x0y4 - xxys - x2y6 - x3y7 + x4y0 + *sy! + xby2 + x7y3)2
~(x0ys + xxy4 - x2y7 + x3y6 - x4yt + x5y0 - x6y3 + x7y2)2
~Cx0y6 + xxy7 + x2y4 - x3ys - x4y2 + xsy3 + x6y0 - x7yx)2
-(x0y7 ~ xxy6 + x2ys + x3y4 - x4y3 - xsy2 + x6yx + x7ya)2

ce qui correspond ä un carre vectoriel ä metrique negative:
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fX0\
ix4

jx2

kx3
Ix4

mx5

\nx6I\ox7/

(y°\iyx

m
ky3
ly4

mys

\ny6/\oy7/

' ix0y0 + x±y4 + x2y2 + x3y3 + x4y4 + x5y5 + x6y6 + x7y7) '

i(x0y1 + x4y0 + x2y3 - x3y2 + x4ys - xsy4 - x6y7 + x7y6)
j(x0y2 - xxy3 + x2y0 + x3y4 + x4y6 + xsy7 - x6y4 - x7ys)
k(x0y3 + xty2 - x2y1 + x3y0 + x4y7 - xsy6 + x6ys - x7y4)
Kx0y4 - x4ys - x2y6 - x3y7 + x4y0 + xsy4 + x6y2 + x7y3)

m(x0ys + xty4 - x2y7 + x3y6 - x4y4 + xsy0 - x6y3 + x7y2)
n(x0y6 + xty7 + x2y4 - x3ys - x4y2 + x5y3 + x6y0 - x7y4)

\°{x0y7 - x4y6 + x2ys + x3y4 - x4y3 - xsy2 + x6y4 + x7y0) /
Les octonions sont non-commutatifs et non-associatifs: ab ^ ba; a(bc) # (ab)c,
On a cependant toujours : a(ab) (aa)b ; (ab)b a(bb) ; a(ba) (ab)a; (alternativite)
ainsi que les identites de Moufang9 : ((ab)a)c a (b(ac)); ((ab)c)b a (b(cb));
(ab)(ca) (a(bc))a a((bc)a).

Les regies de multiplication sont donnees par le diagramme de Fano10:

j2 j,2 p m2 n2 q2

i jk Im on —kj —ml —no

j — ki In mo —ik —nl —om
k ij lo nm —ji —ol —mn
I - mi nj ok — —im — —jn — —ko

m il oj — kn —li —jo — —nk

n — jl io mk —Ij — —oi —km
o ni jm kl —in —mj —Ik

Les trois systemes de nombres, complexes, hypercomplexes et hyper-hypercomplexes, ainsi que
tout Systeme algebrique qui leur est homomorphe, sont tout aussi solidement etablis que les
identites algebriques de 2 carres, 4 carres et 8 carres, sur lesquelles ils sont bases ; ils ne sont, en
fait, qu'une autre fafon d'exprimer ces identites algebriques.

4. L'equation de continuity

L'equation de continuity exprime la conservation d'une entite physique lors d'un transport. Dans sa
version la plus generale, eile prend la forme de la loi generale de Stokes :

J dai= a)
v 'dV

ou, dans sa forme differentielle, celle de la loi de Gauss :

div (m(x)) pQc)

La quantite co y represente un flux quelconque, et la quantite p une densite de source (ou de puits).
En exprimant le flux cd comme gradient d'un potentiel q>"

oj(x) —grad

on obtient l'equation de POISSON :

A (<p(xj) div grad{tp[x)) —pQc)
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ou explicitement, en coordonnees cartesiennes :

%(*))
i

Les solutions de l'equation de Poisson (ou de l'equation de Laplace, pour p 0), sont des

fonctions harmoniques des coordonnees x avec des frequences imaginaires.

4.1 L'equation de continuite dans l'espace Dl

L'equation de continuite dans un espace Euclidien ä 4 dimensions :

d2cp d2<p d2q> d2(p

%W)=71 + 71 + 71 +71 "POO
UXq OXJ 3,^2 0X3

devient dans l'espace H, ä cause de sa metrique negative (+1, -1, -1, -1),

,r ^ d2(P a2<P a2<P a2(P
A(<p(*)) —-2-—~z PW

dxg dX\ 3^2

c.ä.d. une equation d'onde, dont les solutions sont des fonctions harmoniques des coordonnees x
avec des frequences reelles. A noter que p(x) change egalement de signe lors de cette operation.

La grandeur tp dans cette equation est scalaire. Cependant, rien n'empeche de la generaliser ä quatre
dimensions, tout en respectant la geometrie de l'espace H. On obtient par-lä directement l'equation
fondamentale de l'electrodynamique12 :

(id2 a2 a2 a2 \
1=14 ~ \c2ät2~ax^~'äx^~'äx3I)A ~ ^

oü represente l'operateur de d'Alembert; A (Alt A2, A3)^j le 4-potentiel, compose des

potentiels scalaire et vecteur, et / (pc, (J1J2J3)) la densite du 4-courant, composee de la charge
et du courant.

En l'absence de sources, c.-ä-d. dans le 4-espace vide, l'equation de continuite se simplifie en
l'equation des ondes electromagnetiques libres (avec la substitution xo ct):

a2<p a2<p a2(p 1 a2<p

ax *+ ax22
+

a*32
_ c2 at2

Nous sommes done devant le constat interessant que l'apparition d'ondes electromagnetiques, voire
d'ondes tout court, lors d'un mouvement physique est bien une consequence de la geometrie
hyperbolique du 4-espace, qui ä son tour decoule directement et necessairement d'une identite
algebrique, l'identite des 4 carres Voici une reponse courte et etonnante au probleme de la dualite
« onde-particule »

En plus on y trouve aussi le fondement de la mecanique quantique : si tout mouvement physique
dans le 4-espace H prend necessairement la forme d'une onde, avec frequence reelle et phase, un
mouvement rotationnel ramenant l'objet physique en lui-meme ne peut exister que pour des

frequences discretes determinees, oü l'onde associee au mouvement rotationnel est en interference
constructive avec elle-meme. Autrement l'onde s'effacerait, et un tel mouvement ne pourrait
exister, si ce n'est tres transitoirement. A rappeler que le quantum de PLANCK h a precisement la
dimension physique d'un mouvement rotationnel !13
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4.2 Consequences de la geometrie hyperbolique de l'espace H : la relativite restreinte

Les fondements de la physique et notre experience quotidienne veulent que la charge electrique soit
invariante et quantifiee en multiples d'une charge elementaire, ne dependant pas de l'etat de

mouvement du referentiel.

Nous pouvons done postuler l'equivalence entre la charge dans un systeme en mouvement

(x' : x' x'0(l + ill! + ju2 + ku3), avec iq ^-) et la charge dans un systeme stationnaire
OX'o

(x):

p(x') P(X)

et par consequent formuler l'equivalence des Laplaciens correspondants en 4 dimensions:

A(<pO')) A((jo(x' (x)))

De lä on obtient, par evaluation, en tenant compte des derives interieures selon la regle de la
chaine :

fdx'\2 d2x'
A(<p(x')) J A(<p(x')) + — V(<p(x'))

Ceci ne peut etre vrai que si

(f)2 *

ce qui implique egalement 0

Sous cette condition, et partant du vecteur x' x'0(l + iu± + ju2 + ku3),
on obtient maintenant:

1"*-'
d'oü il s'ensuit:

(3A\ 1

\dx) r Va-V-fz2 -"32)

En substituant ut ^ — pour i 1, 2, 3, on voit qu'il s'agit du facteur de LORENTZ14:
dxt$ cot c

1

r"WWW^W)
Le facteur de Lorentz tend vers Pinfini pour des vitesses |v| s'approchant de la vitesse de la

lumiere c, au-delä il devient imaginaire. La vitesse de la lumiere est done la vitesse maximale
possible pour le transport d'entites physiques dans le 4-espace H.

La relativite restreinte se presente ici comme une consequence directe et immediate de la
geometrie hyperbolique du 4-espace M, sous l'hypothese que la charge Electrique est

independante du referentiel15.
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