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LE PROBLÈME DE GAUSS SUR LE NOMBRE DE CLASSES

par J. Oesterlé

Le texte ci-dessous reproduit une conférence faite le 24 janvier 1987

à la journée annuelle de la Société Mathématique de France. Il retrace

l'histoire d'un problème soulevé par Gauss, relatif à la classification des

formes quadratiques ax2 + bxy + cy
2 à coefficients entiers.

Nous ne nous intéresserons qu'aux formes quadratiques dont le discri
minantx ) À = b2b

2 ? Aac est <0; une telle forme garde un signe constant,
et nous nous contenterons d'étudier celles qui sont positives. Pour abréger,

nous dirons simplement forme quadratique pour forme quadratique en deux

variables, à coefficients entiers, de discriminant <0 et à valeurs positives.

Lorsqu'on cherche à classifier ces formes quadratiques, il est raisonnable
de les regrouper par classes, deux formes étant dans la même classe si

elles se déduisent l'une de l'autre par « changement de variables » ; il convient
de préciser quels sont les changements de variables que l'on s'autorise:
nous prendrons ici ceux de la forme

(1)

avec ( Je SL 2(Z). Ils forment un groupe engendré par les changements

de variables (x, y) i-> (x +y, y) et (x, y) i?? (x, x+ y).

Deux formes quadratiques appartenant à une même classe sont dites
équivalentes ; elles ont le même discriminant. Il est dès lors naturel de chercher
à décrire l'ensemble des classes de formes quadratiques de discriminant À,

pour un entier A < 0 donné. Pour que cet ensemble soit non vide, il faut
et il suffit que l'on ait

(2)

*) Dans la théorie des formes quadratiques, on dit plutôt que Aac ?b2 est le
discriminant de ax 2 f bxy 4- cy

2
. Nous adoptons ici la convention opposée pour

respecter l'usage en vigueur dans l'étude des équations du second degré et des corps
quadratiques.




















































