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LA NOTION DE RECOUVREMENT 233

représentation continue G de 5SJI sur 3K ayant les propriétés
suivantes :

RI: Tout point P de M est Vintage d'un point de 3JI au moins.

R2: Il existe des voisinages 33 (P^, 93(P2)? ••• des points P1? P2,

situés au-dessus dun point P, qui sont représentés t o p o -

logique m e n t sur un même voisinage 33 (P) de P.

R3: Soit Q un point de 33 (P) et Q un point situé au-dessus_ de Q;
Q appartient alors à Vun des voisinages 33 (PJ, 33 (P2), ••• •

RI signifie que 3JÏ recouvre 9ÏÏ complètement, R2 que la relation
entre 2)î et 3Jt est localement topologique, R3 que SDÎ n'a pas de

frontière; c'est-à-dire que, étant donné dans la variété
fondamentale une courbe partant d'un point O, on peut la calquer
sur 9Ji de telle sorte qu'elle parte d'un quelconque des points
situés au-dessus de O, sans jamais toucher une frontière, ce qui
aurait lieu par exemple au point P1? considéré tout à l'heure.

3. —- Existence de la variété universelle
DE RECOUVREMENT.

La question suivante se pose: Etant donnée une variété 9Ji,

combien possède-t-elle de variétés de recouvrement différentes
Il est possible de répondre complètement à cette question,
lorsqu'on connaît le groupe fondamental de 9)î dans toute sa

structure. La réponse est donnée par le théorème suivant: «Les
variétés de recouvrement correspondent biunivoquement aux
sous-groupes du groupe fondamental, ou plutôt aux classes de

sous-groupes conjugués. » En ce cas deux variétés de recouvrement
de 3JÎ ne seront pas différentes, si elles admettent une représentation

topologique Vune sur Vautre, telle que les images des points
situés au-dessus d'un même point soient elles-mêmes situées au-
dessus de ce point.

Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration complète du
théorème mais nous nous bornerons à un cas spécial, particu-

i Voir H. Seifert et W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie (Leipzig, 1934),
chap. VIII. On y trouve aussi les détails supprimés dans la démonstration du texte.
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lièrement important: le théorème d'existence et dunicité de la
variété universelle de recouvrement, c'est-à-dire:

Toute variété 5JI possède une variété de recouvrement simplement
connexe et une seule1 qdon appelle le recouvrement universel M.
Rappelons que simplement connexe signifie qu'il est possible de

resserrer sur un point tout chemin fermé; il est permis que le

chemin se recoupe au cours de la déformation.
Admettons tout d'abord que nous ayons déjà construit une

variété de recouvrement simplement connexe 2JÏ de 3JÏ. Nous
choisissons sur 9DÎ un point fixe 0 et sur 3JÎ un point 0 au-dessus
de 0. Menons un chemin quelconque w allant de 0 à P; nous

pourrons le calquer sur 3JÎ et il conduira là du point 0 à un point
bien déterminé P. Tout chemin w partant de 0 détermine de cette
manière univoquement un point P de 50t. Quand deux chemins

vv1 et w2 détermineront-ils le même point P Ce sera certainement
le cas lorsqu'il sera possible de déformer w1 en w2 en maintenant 0
et P fixes. Car, puisqu'il est possible de calquer la déformation
sur 9Jt, w1 et w2 devront conduire tous deux au point P (fig. 4).

Fig. 4.

Si, au contraire, wx et w2 ne peuvent être déformés l'un dans

l'autre, w1 et w2 ne conduiront pas au même point. Car admettons

que les deux chemins conduisent de 0 à P; il sera alors possible,
puisque par hypothèse 9JÎ est simplement connexe, de les
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déformer l'un dans l'autre. Cette déformation, nous la recalquerons

sur 9JI ; on devrait donc, contrairement à l'hypothèse, pouvoir
déformer w1 en w2. Les points de 9JÏ correspondent donc biuni-
voquement aux classes de chemins de 2)î, déformables l'un dans

l'autre.
Nous allons utiliser inversement ce résultat pour construire

une variété de recouvrement simplement connexe. Nous choisissons

sur tyl un point fixe 0 et nous menons à partir de 0 tous
les chemins possibles conduisant à tous les points possibles de 9Jt.

Nous répartirons tous ces chemins en classes. Deux chemins a et b

appartiendront à la même classe si premièrement ils conduisent
au même point P et secondement s'il est possible de les déformer
l'un dans l'autre, en maintenant 0 et P fixes.

Ce sont ces classes de chemins que nous introduirons par
définition comme les points de la variété de recouvrement 2JI à

construire. C'est ici que nous utilisons le caractère abstrait de

notre définition de la variété. Il y aura, en général, plusieurs
classes de chemins P2, P2, qui correspondront au même point P
de 3JÎ. Nous dirons que Pi, P2, sont situés au-dessus de P. De

plus nous devrons définir maintenant ce qu'on entend par
voisinage des points introduits, car sans cela l'ensemble
de points 2JI ne serait pas une variété. Soit P un point de

9Jt, c'est-à-dire une classe de chemins conduisant de 0 à un
point P de 3K. Nous considérons un voisinage sphérique 33 (P),
et menons à partir de P tous les chemins conduisant à tous les

points de 33(P) et ceci sans sortir de 33 (P). Soit S — PQ un de ces
chemins et a un élément de la classe P (fig. 5); parcourons

0
Fig. 5.
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d'abord le chemin a, puis S, et nous obtiendrons ainsi un chemin
a S auquel correspondra un point bien déterminé Q de 9)i. Les
points ainsi construits sur les points de 33 (P) formeront un
voisinage 33 (P). La définition est telle qu'à des chemins voisins
sur 3)ï correspondent des points voisins de 3Jt. Il est clair que les

points de 33 (P) correspondent biunivoquement aux points de

3^(P) et que de plus cette correspondance de 33 (P) à 33 (P) conserve
les voisinages. 33 (P) est donc homéomorphe à 33 (P) et par conséquent

homéomorphe à l'intérieur d'une sphère à n dimensions.
La condition M2 du § 1 est donc satisfaite. Pour satisfaire à Ml,
nous dirons aussi que tout sous-ensemble de 3Jt contenant 33 (P)
est un voisinage de P. Finalement il est possible de relier deux
points de 3JÎ par une courbe. Une des extrémités de la courbe est
donnée par un chemin OP et l'autre par un chemin OQ. Le fait
qu'il est possible de relier les points P Q veut dire qu'il est
possible de déformer OP en OQ d'une manière continue. Mais il
suffit pour cela de contracter ces deux chemins sur le point 0.
9Ji est donc bien une variété.

Nous allons démontrer maintenant que 3Jf est une variété de

recouvrement de 3Ji. L'axiome RI est satisfait, puisqu'il
est possible de relier par un chemin tout point P de 3)1 au point 0.
La classe de chemins correspondante est un point au-dessus de P.

L'existence des voisinages 33(P), 33(Px), 33(P2),... découle
immédiatement de leur construction. R3 est également satisfait. Soit
Q un point de 33(P) et Q un point au-dessus de Q; Q est donc
déterminé par un chemin OQ w. Si nous relions par un chemin v

dans 33 (P) le point Q au point P, le chemin w. v détermine un
point P au-dessus de P. Q est alors dans le voisinage 33 (P); car le
chemin w e e_1 définit un point Q' au-dessus de Q, appartenant
au voisinage 33(P). Mais, puisqu'il est possible de déformer
w e e_1 en w, on a Q' Q.

Il reste à montrer que 9JI est simplement connexe. Une courbe
fermée k de est engendrée par une suite continue de chemins
de 3JÏ partant de 0 et aboutissant aux points d'une courbe
fermée k (fig. 6). Or, si nous contractons uniformément tous ces

chemins sur le point 0, cela revient à déformer la courbe k

en un point.
Nous avons donc construit une variété de recouvrement



LA NOTION DE RECOUVREMENT 237

simplement connexe d'un caractère spécial. Le caractère spécial
consiste en ce que les points étaient des classes de chemins.

Puisque nous avons démontré maintenant l'existence de la

variété, nous pouvons nous débarrasser de son caractère spécial

et nous entendrons dorénavant par 9JI de nouveau une variété
abstraite. Il est en outre permis dans tous les cas de se figurer
cette variété de recouvrement comme une variété ponctuelle
qui est au-dessus de SDÎ.

j 4. — Unicité de la variété de recouvrement universelle.

| La démonstration d'unicité de la variété de recouvrement
universelle se fait alors de la manière suivante:

S Considérons deux variétés de recouvrement simplement con-

Inexes

3JÎ et -äft' de 9JÎ. Soit encore une fois 0 un point fixe de 30î,

0 resp. 0' un point quelconque sur 9)i resp. sur S#', situés tous
deux au-dessus de 0. Nous allons construire une représentation
de 9JÎ sur 9JÏ'.

Soit P un point quelconque de 9JL Nous menons un chemin
0 P ïï (fig. 7), nous le calquons en un chemin OP u sur M et
nous recalquons ce dernier en un chemin O'P' u! de 3JT.

Ce procédé est possible, puisque la représentation G de 9JÎ' sur
Èl est localement topologique; nous renonçons ici à la démonstration

rigoureuse.
Nous avons abouti ainsi à un point P' bien déterminé, qui sera

Pimage de P. Ce point est indépendant du chemin ü choisi. Car,
3JÎ étant simplement connexe, deux chemins ü et
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