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La courbe-limite à gauche coupe l'axe 0 en un point d'ordonnée
3 7Z

comprise entre 0 et — tt, et la droite d'ordonnée en un point

d'abscisse inférieure à — 1. Elle est donc asymptote à la droite

d'ordonnée par rapport à laquelle elle est de premier type. La

courbe symétrique par rapport au point de coordonnées 0, — de

la courbe intégrale précédente, est une courbe du groupe. Elle est de

deuxième type par rapport à la droite d'ordonnée —^ et de premier
7t:

type par rapport à la droite d'ordonnée r-w. Toute courbe intégrale

intermédiaire entre ces deux courbes intégrales possède mêmes

asymptotes, par rapport auxquelles elles sont de premier type.
Enfin les autres courbes intégrales du groupe sont asymptotes aux

droites d'ordonnées —| et — 11par rapport auxquelles elles sont

de premier type L

1

Troisième gas : <y.

22. — On peut classer a priori en plusieurs catégories les portions
des courbes intégrales situées dans la bande définie au n° 2. En allant
du haut vers le bas, les courbes intégrales qui peuvent se présenter
sont les suivantes:

Première catégorie. — Courbes coupant la droite d'ordonnée +
Toute courbe coupant la droite d'ordonnée yl (définie au n° 5; voir
la figure de ce numéro) est de première catégorie.

Deuxième catégorie. — Courbes situées au-dessus de (C) et au-dessous
de la droite d'ordonnée ?/£, à laquelle elles sont asymptotes. Nous
verrons qu'il en existe une et une seule.

Troisième catégorie. — Courbes coupant la courbe (C). A partir du
point d'intersection avec (C), le coefficient angulaire d'une courbe cle

troisième catégorie est négatif, et la courbe intégrale reste à l'intérieur
de (C) qu'elle ne peut couper à nouveau, en raison de la valeur du
coefficient angulaire. La courbe intégrale possède donc une asymptote
parallèle à 0.x, et cette asymptote est la droite d'ordonnée y^. En effet,
si c'était une droite d'ordonnée ?/0' + s, s étant une quantité positive

i Les courbes (7) et (<?) (se reporter pour la définition à la note du n° 9) admettent
des directions asymptotiques. Mais, en général, les asymptotes sont rejetées à l'infini.
Il y a exception lorsque la courbe intégrale de (F) correspondante est du deuxième type
par rapport à l'une de ses asymptotes. Les courbes (7) et (r/) correspondantes possèdent
alors chacune une asymptote (coefficient angulaire ±1).
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fixe, le coefficient angulaire ~ serait aussi voisin que l'on voudrait,

pour x assez grand, de la quantité

«t1 + t g2 (yq+ s)] + tg (yQ + s)

qui est de l'ordre de grandeur de — ^'où conf'radiction.

Toute courbe coupant la droite d'ordonnée y'0 est évidemment de
troisième catégorie.

Quatrième catégorie. —- Courbes ne coupant pas la droite d'ordonnée
y'0. Le coefficient angulaire étant positif, ces courbes admettent une
asymptote parallèle à Orr, et cette asymptote est la droite d'ordonnée
comme on le voit en appliquant la remarque faite pour les courbes de
troisième catégorie.

Les courbes de quatrième catégorie n'existent que si a est compris

entre et\.1 JL

1
Remarque de comparaison avec le cas a —. — La courbe issue du

point S ^point défini dans le cas se trouve nécessairement

au-dessous de la droite d'ordonnée —puisque, d'après la remarque

du n° 6, elle est située au-dessous de la courbe du deuxième type
^cas aDonc c'est une courbe de troisième ou de quatrième

catégorie.
Passons à l'étude des courbes de chacune des catégories.

23. — Courbes de première catégorie. — Ces courbes s'étudient comme

les courbes du troisième type (aj. La différence des abscisses

xÇ+^ —• #(0) est comprise entre:

i Jcos*ydy
0

et:
7ÏÏ

'À

f cos2ydy 1
Log

^

a + sin ycos yko

et tend vers cette dernière quantité lorsque #(0) tend vers + go.
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On a des inégalités analogues lorsque #(0) est négatif, pour la

portion de la courbe située à droite de l'axe

24. -— Courbe de deuxième catégorie. — Il en existe au moins une. -

Le raisonnement qui aboutit à cette conclusion est analogue à celui

que nous avons fait au n° 16, pour démontrer l'existence d'une courbe

de deuxième type ^ a• au-dessous d'une courbe de première

catégorie, il existe des courbes de première catégorie; au-dessus

d'une courbe de troisième catégorie il existe des courbes de troisième
catégorie. On achève comme plus haut.

Il n'existe qu'une seule courbe de deuxième catégorie. — Soient en
effet y et Y les ordonnées (Y > y) de deux courbes, correspondant à la
valeur x de l'abscisse. On a:

d^dx'yf> ('s Y — 's ('s Y + y) + th X1

Lorsque x tend vers + oc, la quantité entre crochets tend vers
2 a tg yl + 1 \/1 — 4a2; par conséquent lorsque x dépasse une

certaine valeur x0, -^—— est positif et Y — y reste constamment
* tkj

supérieur à la quantité positive: Y(#0) — ce qui conduit à la
contradiction.

25. — La courbe de deuxième catégorie (prolongée s'il le faut à

gauche de l'axe Oy) coupe la droite d'ordonnée —y en un point- T.

Donnons quelques indications sur la position de ce point.
La remarque du n° 6 permet de constater que l'abscisse de T une

fonction croissante de a (yl croit lorsque a décroît) et que le point T se

trouve à gauche de S (ce dernier résultat est une conséquence évidente
de ce qui a été dit à la fin du n° 22).

Nous allons montrer que le point T s'éloigne indéfiniment vers la
gauche lorsque a tend vers 0, et se rapproche indéfiniment du point S

lorsque a tend, vers y.
Etude dans le cas ou a tend vers 0. —• Le coefficient angulaire de toute

courbe intégrale est inférieur à 2a dans la bande:

x —0 — —

Soit P le point, d'abscisse nulle, qui est situé sur la tangente à (G)
ayant pour coefficient angulaire 2a. Un calcul simple établit que si a

ne surpasse pas 0,2, l'ordonnée de P est supérieure à — j et comprise



104 H. MILLOUX
i

_

entre — a et — 4 a.Dansce cas, la courbe intégrale issue de P est
nécessairement située sous la tangente a (G), et par suite c'est une
courbe de troisième catégorie. Sur la partie de cette courbe située

entre P et la droite d'ordonnée — — le coefficient angulaire est

inférieur à
«(1 + tg*y) — t

et l'on a:
7t

|
1Z

'

2 à/iz\ C*dy 1 • 0,2
XV 2i J «I1 + tg ''y)— tg y<2J tg «

< 2 °°
—4 a +4a

Cette inégalité fournit une limite supérieure de l'abscisse de T. On
obtient une limite inférieure en remarquant que la courbe issue du
point Q d'abscisse — 1 et d'ordonnée — a est de première catégorie,

et que sur la partie comprise entre Q et la droite d'ordonnée —~ le

coefficient angulaire est inférieur à —• |tg d'où l'inégalité :

s

TC

*(-£)+4>-r^---tL°8-L-\ lJ JStgy 3 sin
—a

et a fortiori:

x(~i) > ~1'01 ~ ïLob7 •

4 iEn résumé Vabscisse de Test comprise entre — 1,01 —3" Log -
10 2

— — Log — lorsque a est inférieur à 0,2. Cette abscisse est négative
^ Cl

et tend vers — 00 lorsque a tend vers 0.

Etude dans le cas ou a tend vers «p — La courbe intégrale de (F) issue

de l'origine coupe la droite d'ordonnée + en un point d'abscisse

inférieure à ^, et par suite la droite d'ordonnée — L en un point

d'abscisse supérieure à -—~ ce qui montre que l'abscisse de T est

7Z 1
bornée intérieurement par — ^ lorsque a tend vers -.

7» •Soit S' un point de la droite d'ordonnée — situé dans le voisinage

de S, et à gauche de ce point. Par S' passe une courbe (c) du troisième
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type (^a^ qui coupe la droite d'ordonnée + — en un point M. Par

M passe une courbe de première catégorie ^ <i- que nous désignerons

par c(a). Nous allons voir que lacourbe c(a) rapproche indéfiniment

de lacourbe (c), lorsque a tendvers — y étant compris entre —et -f- f.
Désignons par xet tlesabscisses respectives des points de (c) et de

c(a) ayant même ordonnée y. Il résulte de la remarque du n° 6 que la
différence x — t est positive. Sur la courbe fixe (c), le coefficient
angulaire est supérieur à une constante positive que nous désignerons
par c. Cette constante dépend, bien entendu, de la nosition du point
S'.

Des deux équations différentielles relatives à et a, on tire:

d t— x) (1 — 2a)+ 2 sin y cos y (tli x — tli t)

dt 1 + 2 sin y cos y th x

d'où, a fortiori l'inégalité:

d (t—x) I1 \
£ dT~ < (j ~ ") +

qui établit que la différence x — t est constamment inférieure à la
solution ilde l'équation différentielle:

du fi \ ~ ldï\2 ~+ "

qui s'annule pour tx (M), solution qui a pour expression:

u - — a — 1

D'après la remarque faite au début de cette étude, t est borné

intérieurement; x(M) et e sont fixes. Donc lorsque a tend vers { la
différence x — t tend vers zéro.

Le point S' était fixe. Faisons-le tendre vers S. A chaque position
de S' correspond une valeur de a telle qu'il existe une courbe de

première catégorie coupant la droite d'ordonnée —— en un point-
situé aussi près que l'on veut de Sr: et par suite ce point tend vers S.
Le point T, étant situé entre ce point et le point S, tend vers S lorsque
a tend vers 7>-.
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26. — Propriétés asymptotiquesde la courbe de deuxième —

L'équation (F) peut se mettre sous la forme:

H1 + ^tf) + — 4S2/(I — ths) (F')

La quantité a(1+ t g2 y)+ t g yest de l'ordre de grandeur de

y — y"0. D'une façon plus précise le rapport tend
y-y,

vers la quantité:

2yl — 4«2
a

t + *\/1 — 4 2

lorsque x tend vers + oo.
De même — tg y(1— th x) est de l'ordre de grandeur de e~2x; le

rapport — —-^2a?th
—tend vers la quantité:

6

p
4a

i + V1 —4«2

Lorsque x est suffisamment grand, le coefficient angulaire de la
courbe de deuxième catégorie est inférieur à 6(1 + e) s étant
une constante positive arbitrairement petite. On en déduit que la

fonction y + —
1

~ -e"2* est décroissante, et par suite supérieure

à sa valeur limite yD'oùl'inégalité:

y\ — y < "I15'1 + (11)

D'après l'équation (F'), on a, dès que x dépasse une constante
dépendant seulement de s:

%> -^.(l + s)2e-te + f3(l-e)e—2x

a étant inférieur à 1, lorsque sest suffisamment petit l'inégalité
précédente entraîne à fortiori l'inégalité:

È>
et en intégrant :

y[ - y > t - s) «~2x
• 01')
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D'où la propriété asymptotique suivante, déduite des inégalités (11)

et (IL'):
Lorsque x tend vers + co, leproduit (y * — y)e~x reste swf

la courbe de deuxième catégorie,eto# constantes positives.

27. — Courbes asymptotes à la droite Fordonnée — Aux environs
de cette droite, la quantité a (1 + tg2 + tg y est de l'ordre de

grandeur de y[ — y. D'une façon plus précise, le rapport

a( 1 + tg2y) + tg- y

y[-y
tend, lorsque y tend vers y'0, vers la quantité:

^
<y/i — 4 a- (l + V1 — 4 a2)

_
2 \/i — 4 a2

T 27^ - < _

en étant supérieur à ylorsque y est inférieur à y'0, et inférieur à y
lorsque y est supérieur à y'0.

La quantité: — tg y (1 — th x) est de l'ordre de grandeur de c~2;x:.

D'une façon plus précise, le rapport ^— tend vers la

quantité :

^
1 + \/1 — 4 a- 4a

~~
« ~

1 — V1 — 4 a2

quand x augmente indéfiniment, et quand y tend vers Ce rapport
est inférieur à S lorsque y est supérieur à y'0. On ne peut rien dire
lorsque y est inférieur à y'0.

28. — Courbes de troisième catégorie. — On suppose y supérieur à y'0,

et x assez grand. Le coefficient angulaire ~ vérifie alors les inégalités:

< y(i - -)(y\ -y) + °e~ix(12)

^ > t(y[— y)+ s(i - s)e_2x • (12')

ô est une constante positive, dépendant de la position du point
de coordonnées (x1 y-Qàpartir duquel on étudie la branche de la
courbe intégrale, s est arbitrairement petit, pourvu que ce point soit
situé assez loin.
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La courbe intégrale étudiée est donc, pour supérieur xvsituée

constamment au-dessus de l'intégrale de l'équation:

Y {y[ — y) + 8 — £) e-2x

issue du point Mx, et constamment au-dessous de l'intégrale de l'équation:

% t*1- *)(y'0-y) +

issue du point Par suite, la courbe intégrale vérifie les inégalités:

y — y — Ce~^x +' —s^* *0 y(1 _ g) __ 2

y — y — Oe~',x + ^ $ e~2x
0 Y — 2

Lorsque y est égal à 2, cette inégalité doit être remplacée par la
suivante :

y-y0- [G" + 8(1 - t)x\e--x
i

t *

G, G/, ou, le cas échéant, G", sont des constantes déterminées par la
condition que ces inégalités, se transforment en égalités au point. Mx.

Lorsque y est supérieur à 2 (a<j y — y'0 est de l'ordre de

Lorsque y est inférieur à 2 G et G' sont positifs, et y—\'est d'un ordre compris entre e~txet Lorsque y

y — y'0 est d'un ordre compris entre et

29. — Courbes de quatrième catégorie. —Elles satisfont aux
inégalités:

% <T(! + «) -y) + 8(1 + t)e~-x (13)

^ > t(y'0 — y) + s(! — s)«""x <13')

à partir d'un point Mx; la constante positive s est arbitrairement
petite et ne dépend que de la position de Mx. L'étude se poursuit
parallèlement à la précédente. La dernière inégalité entraîne soit
l'inégalité:

y'o-y^C'e-i* +e~'iX (ï * 2) (I4')
T

]
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soit l'inégalité:

yQ - y A: [0"— 8(1 - e)x]e~2x (y 2) (14")

G' et G" sont déterminées comme plus haut. On constate immédiatement

que lorsque yest supérieur ou égal 2, quelle que soit la valeur
de C' ou de G", y'0 — y finit par devenir négatif: donc il n'existe pas de

courbe de 4me catégorie.
I

Lorsque y est inférieur à 2 a >-y—J —- y satisfait aux inégalités

('14') et:
' \ r-„-Ï(1 + £)ar §(1 + s) _2x

y.~y- Ce + 2_t(I + t)e (1"'

2 — yPour fixer les idées, on choisira pour s la valeur ; le point Mx

peut alors être choisi à l'intérieur d'une certaine bande:

^ y1 N: y ék — -

et si, en outre, il est choisi sous ou sur la courbe d'équation:

'
„ + t) n-1xy — y —r.reJ° t — T)

la constante G de l'inégalité (14) est nulle, ou positive, et la différence

y'0—-y reste positive; donc: Lorsque y est inférieur à 2^a >
il existe des courbes de quatrième catégorie.

Sur ces courbes, y'0 — y est d'un ordre de grandeur compris entre
(NU et e~IU+ 0».

30. — Courbe-limite de quatrième catégorie. — Le groupe des courbes
intégrales de quatrième catégorie est limité à gauche, par une courbe
qui fait partie de ce groupe. Donnons quelques indications sur la

position du point R d'intersection de la droite d'ordonnée —L et de

cette courbe-limite.
Sur la partie de cette courbe située dans la bande définie au n° 2,

le coefficient angulaire est supérieur ky(y'Q — y) + - la courbe

intégrale de l'équation:

dy '\8 _-,r
—r-y (y — y) H—ydx o Jl '2



110 H. MILLOUX
issue du point R, est donc asymptote à la droite d'ordonnée z/0', et
constamment au-dessous de cette droite, puisqu'elle est au-dessous de
la courbe-limite étudiée. Il est nécessaire pour cela que l'abscisse de R
soit supérieure ou égale à celle du point d'intersection de la droite

d'ordonnée— et de la courbe :
z

' ^ —Or

y.-y w=7)e '

On en déduit a fortiori que Vabscisse de R est supérieure à

15U-Ü?

a/3"
et tend donc vers + oo lorsque a tend vers -^7—* •

1

Etudions la position-limite de R lorsque à tend vers - Les

constantes yet âtendent respectivement vers 0 et 2.

Lorsque y est voisin de —le rapport: est voi-- y
sin de 0. Choisissons, pour fixer les idées, des valeurs de y suffisamment

proches de — ~pourque l'on ait l'inégalité:

— (15>

Cette inégalité entraîne l'inégalité :

j-x < t{y[-y) + 2(i + i)e2a:

1
e et y) sont des quantités qui tendent vers zéro avec -— a.

L'inégalité précédente montre que l'on a:

y'o - y ^ Ce-* + (1 + e')«"2*

' 2 fl J- Yi)
où 1 + erl et où la constante C est déterminée par la
condition d'égalité pour le point xx y1 à partir duquel on étudie la
branche de courbe. Cette courbe est de quatrième catégorie si l'on,
prend:

2/'-2/i (1 + =')e~2ri
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puisque G est alors nul. y1 est limité par l'inégalité (15), nous pouvons
prendre:

y'-Vi -\-vt d5'>

d'où:

-\~y, 2(1 + s')«-2*' (16)

Par tout -point de la courbe (16) passe donc une courbe de quatrième
catégorie. La valeur de a correspondante est donnée par l'inégalité

(15'). s' est une fonction de a tendant vers zéro lorsque a tend vers -
C'est donc une fonction de x1tendant vers zéro quand x1 tend vers
+ oo.

Comparons maintenant avec les courbes du premier type ^ ^.
Soit M un point de la courbe (16). Par M passe une courbe du premier
type, et une courbe de quatrième catégorie située, entre M et la droite

d'ordonnée —L, au-dessus de la courbe du premier type, d'après la

remarque du n° 6. Lorsque l'abscisse de M tend vers l'infini, le point
d'intersection de la droite d'ordonnée — et de la courbe du premier

h*

type tend vers le point S (ceci résulte de ce que sur toute courbe du

premier type, le produit x^^finitpar être compris entre

deux constantes positives. Donc aucune courbe du premier type ne
peut être située constamment au-dessus de la courbe (16)).

Il résulte de ce qui précède que l'abscisse du point R finit par rester
inférieure à une quantité aussi voisine que l'on veut de l'abscisse de S.

D'autre part le point R se trouve nécessairement à droite du point Tt
et ce dernier point tend vers le point S (n° 25). Donc:

1
Lorsque a tend vers le point R tend vers le point S.

31. — Les portions des courbes intégrales situées dans la bande:

X A 0-A. y Ai + —
2

1

2

se déduisent des portions étudiées jusqu'ici par symétrie par rapport
à 0.

On passe ensuite à une courbe intégrale tout entière par translation
parallèle à l'axe 0 yL

i Les courbes (7) et (£) (voir la note du n° 9) possèdent, lorsque ce tend vers + oo des-
asymptotes.
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On peut se borner à la construction du groupe d'intégrales asymptotes,

lorsque xtendvers + oo, aux droites y'0et Ce groupe admet
comme courbe-limite à gauche la courbe de deuxième catégorie (par

rapport à yl) et comme courbe-limite à droite la même, à laquelle on
a fait subir une translation de — t. parallèlement à Oy. Cette dernière
courbe-limite ne fait pas partie du groupe. Elle est tracée en pointillé
sur les figures.

1

Les cas de a voisin de 0, a voisin de jfournissent deux genres de

figures.
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