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GÉOMÉTRIE 13

15. — On appelle symbole de symétrie d'un polyèdre, un
tableau comprenant l'indication de tous ses éléments de symétrie.

16. — Le symbole de symétrie du tétraèdre régulier est donc:

4A3 3A2 6P

S 3. Forme générale de la surface. — Ombilics.

17. — Nous allons étudier le lieu géométrique des points dont
les distances à trois plans fixes rectangulaires ont un produit
constant. C'est une surface ayant pour équation:

xyz — p"

z
/y'

//

X

//
;

Nous pouvons supposer p > 0, car, si p était < 0, on changerait

le sens de l'un des axes.
La surface ne rencontre ni les axes

ni les plans coordonnés, à distance finie.
Elle ne pénètre dans aucun des trièdres
suivants: x'yz, xy'z, xyz', x'y'z, dans
chacun desquels le produit des
coordonnées est négatif.

On peut immédiatement trouver quatre

points de la surface: (+ p, + p,
+ P) ; (+ p, — p, — p) ; (— p,
+ P, — P) ; (—-P, — p, + P)- Ce

sont les quatre points A, B, C, D,
sommets d'un tétraèdre régulier, dont le centre de gravité se trouve
à l'origine des coordonnées.

La surface xy z p3 se compose donc de quatre nappes
indéfinies, asymptotes aux plans coordonnés.

Son équation ne change pas quand on remplace xyz par y x z,
z y x, x z y, xyz, xyz, etc. La surface admet six plans de symétrie,

qui sont les mêmes que ceux du tétraèdre ABCD.
On démontre, en cristallographie, que l'intersection de n plans

de symétrie est un A". Il en résulte que la surface, dont nous

Fis
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nous occupons, possède exactement la même symétrie cristallo-
graphique qu'un tétraèdre régulier. Les axes ternaires ont pour

n r. équations:
z

les doubles signes sont
indépendants.

18. — Dans la suite, le
tétraèdre ABCD va jouer
un rôle important. On peut
aisément trouver les équations

de ses quatre faces:

Fig. 4.

BCD

CDA

DAB

ABC :

x -f- r s — — p
x + J + ~ p ;

« — y + - — p
x + y — z p

Sur une surface, considérons un point ordinaire, c'est-à-
dire un point pour lequel le plan tangent est parfaitement
déterminé. La perpendiculaire menée au plan tangent, par le
point de contact, s'appelle normale.

Par cette normale faisons passer un plan quelconque ; il va
déterminer, dans la surface, une « section plane normale » laquelle
possède, au point considéré, une courbure bien déterminée. *

Faisons tourner le plan sécant: la courbure variera d'une
manière continue. Euler a démontré que la courbure restait
comprise entre un maximum et un minimum, et que les sections
normales, correspondant au maximum et au minimum, étaient
perpendiculaires l'une sur l'autre. Ces deux sections sont dites
principales.

Depuis Monge, on appelle « ombilic » un point autour duquel
la courbure est la même dans toutes les directions.

Si, on un point d'une surface, le plan tangent n'est pas bien
déterminé, ce point est dit singulier. Le sommet d'un cône
quelconque est toujours un point singulier.

20. — Pour la surface que nous considérons, les points
A, B, C, D sont des ombilics. Il est facile de s'assurer que les



GÉOMÉTRIE 15

plans tangents y ont pour équations respectives:

x + y + z — sp ;

— X + y — s 3p ;

— x — y + s 3p

Ces quatre points ne sont clone pas singuliers.
D'autre part, la présence d'un A3 est incompatible avec l'existence

de deux sections principales perpendiculaires entre elles.

Ces points sont donc des ombilics.
Au polyèdre ABCD, nous donnerons le nom de tétraèdre

ombilical.
21. — D'une manière plus générale, nous énoncerons la

proposition suivante:
Théorème: Quand une surface est rencontrée par un axe de

symétrie d'ordre supérieur à deux, chaque point dintersection est

un point singulier, ou bien un ombilic.
22. — Nous pouvons, d'ailleurs, chercher les ombilics par

l'analyse. On démontre que les coordonnées d'un tel point vérifient

les équations:
ö2s Ö2 s b2Z

öx2 öx by by

1 + -XL — l + (—
\bx J öx by \ ÖJ

Dans le cas actuel, nous avons :

tyz —

_ p3 ÖS p3 ÖS p3

xy
' bx x2y '

by xy2

ö2s 2p3 ö2s p3 ö2s 2p3
bx2 xsy

' bx by x2)'2 '
öy2 xy3

Les équations aux coordonnées des ombilics deviennent alors:

ou bien:

2 i

ïv
4- _z!_

' 4 2x y " rj4
2x;y xy

•D.r2 +
2xy

**)* + f
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On peut en déduire:
x*y2 — x2yA — p6

puis:
x°y» pXi12

d'où:
xy — -i- p2

et, par conséquent:

De la première équation (E), on lire encore:

x2 ~~ y2 c'est-à-dire : x z=z -h y — H- p c. q. f. d

23. — Pour mettre complètement en évidence la symétrie
tétraédrique de la surface, nous allons rapporter cette dernière
au tétraèdre ombilical (20) comme tétraèdre de référence.

D'un point quelconque de l'espace, nous abaisserons des

perpendiculaires sur les quatre faces de ce tétraèdre; nous
représenterons ces perpendiculaires par a, /3, y, d; nous les prendrons
pour coordonnées tétraédriques du point ; nous choisirons les

signes de telle façon qu'un point, pris à l'intérieur du tétraèdre,
ait ses quatre coordonnées positives.

Les équations des quatre faces sont connues (18) ; les distances
d'un point quelconque de l'espace à ces faces, sont:

De la somme des trois dernières équations (F) retranchons la
première ; il vient:

a — (x -f- y + c- -j- p) : y3

ß (— x + y + s — p) l (— V3

y — (x — y + 3 — p) : (— V3 j

8 — (x + y — z — p) : (— V3 }

De ces quatre équations, l'on déduit:

x r -4- s a V3 — v \

(a + ß + y + 8) V3 kp
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ce qui prouve que les quatre coordonnées tétraédriques d'un

même point ne sont pas indépendantes. Du reste, il est facile

de montrer, a priori, que leur somme est égale à la hauteur du

tétraèdre de référence. La hauteur de ce tétraèdre est donc :

a + ß + Y + ^ V3 •

Si, de la première équation (F), on retranche, successivement,

chacune des trois autres, on obtient:

Tx zr: (a -f- ß) S — 2p

2y zz: (a + y) V.3 — 2/>

:2z z= (a + §) 2P

Si l'on tient compte de l'équation (G), on trouve:

kx zz (a -f- ß — Y — 8) V3 1

4y zz (a — ß Y — 8) V3 | (d|
4jz ,j(a — ß — Y "F V3 •

24. — Si le point (#, y, 2) doit appartenir à la surface que
nous étudions, ses coordonnées doivent vérifier l'équation :

xyz p\ En multipliant les équations (H) membre à membre,
on obtient:

—= a3 -f- ß3 + y3 + S3 — aß (a + ß) — a y (a -j- y)
V27

- a8(a +8) — ßT(ß + ï) - ßS(ß + 5) - TS(T + 8)

-f- 2(aßY + aßo -}- aY§ -f- ßy•
Mais, d'après l'équation (G) du numéro précédent, on a:

„ + P + I + ä i.
L'équation de la surface peut donc s'écrire:

Ha3 -f- 3Xa2ß -j- 6SaßY — Sa3 — Sa2ß-j- 2SaßY

On en conclut:
4 (S a2 ß + S a ß T) 0

c'est-à-dire:

aß (<x + ß) + ay (a -f- y) + ad (a -f- 8) -j- ßY (ß + Y) ~F ß^(ß "F 8)

"F yMï "F 8) -f aßY + aß8 -j- ay§ -|- ßY^ — 0

L'Enseignement mathém., 22e année, 1921 et 1922. 2
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De cette dernière équation, il résulte:
1° que la surface admet la symétrie cristallographique du

tétraèdre régulier;
2° qu'elle ne pénètre pas à l'intérieur du tétraèdre ombilical.

§ 4. — Sections planes.

25. — Tout plan, parallèle à l'un des plans coordonnés,
coupe la surface suivant une hyperbole équilatère. En effet, les
deux équations:

xyz — p3 z zzz c

entraînent :

26. — Tout plan passant par l'un des axes coordonnés, coupe
la surface suivant une cubique
cuspidale(l). Caries deux
équations:

xyz =z p3 y — tx

entraînent :

tx2 Z — p3

OU

x2z — a3

ß C'est une cubique [5°, c] dont

Fio. 5
le rebroussement se trouve à

l'infini. Cette cubique est
formée de deux branches, symétriques l'une de l'autre par rapport
à l'axe des 2. La constante a6 a le même signe que t. La courbe
rencontre les bissectrices des angles que font les axes coordonnés,
aux points:

-j~ x z a

En ces points, les tangentes ont, pour coefficients angulaires:
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