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L'ÉQUATION DE FERMAT
ap~x — pkp{a)+ 1

PAR

H. E. Hansen (Copenhague).

Fermât a donné cette équation, d'où il résulte que, si pour p
on choisit un nombre premier et pour a un nombre entier non
divisible par/?, on aura toujours un nombre entier comme valeur
de kp[a]. Jusqu'ici on n'a pas su déterminer ce nombre comme
fonction entière et rationnelle de a et de p*.

C'est d'une telle détermination qu'il s'agit ici.
Pour a > /?, on peut poser a pu -f- en admettant n 1,

2, 3 x 1, 2, 3 [p — 1).
Alors on a

(pn)p-x + —(pn)p~2.x ~
a)=

P

xP-1 — 1
(A)

Le premier terme du second membre de cette équation sera
entier et la valeur ainsi que la forme en sont déterminées pour
les données /?, n et il s'ensuit que seulement il importe de
déterminer le second terme, c'est-à-dire d'examiner de plus près
l'équation

:pk (a) + 1aP-

pour ci i, 2, 3 [p — 1).

1 Ceci n'est pas tout à fait exact : Pfana (Mèm. de l'Ac. des Se. de Turin, 1859) a donné la
formule suivante, où sn est mis pour \n -f- 2" -f- Sn -f- -f- (a — l)7i,

en outre, Laguange, dans son calcul des développements de {x + 1 (x -f 2) (x + n — 1);
et Jacobi, dans sa recherche des valeurs de p qui donnent oP — 1^0 (modj;2), se sont
occupés de sujets analogues. N. D. L. R.
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Quand p est un nombre premier — et seulement dans ce cas 2

— de a?~x — pk -f- 1, par une division p — 1 fois réitérée avec a,
on peut former les équations :

aP'^pk. + r,

a?~3 ~ pk2 + r2

aP~*~2 P**+i + ru+l

«2 ^Vs + rp-3

« — + >>_2

1 P^p—i + 1

où l'on a ka égal à ak^x plus un nombre &), déterminé par le plus
petit multiple otp qui, additionné à ra donne une somme qui — à

son tour — divisée par a, donne le quotient entier r^{.
Il est ainsi évident que si dans

^"a_1 - P*« + ra

on met ka ^'a-f î + on aura

aP-i-1 _ paka+l + up + ra

ou, après division par a,

p-a-i up + ra«P />*«+, + pka+x + ra+l

Dans tout cela nous n'avons encore rien dit sur les valeurs des
A*, ka, ha+i ••• hp_iî celles-ci pourraient bien être des fractions,
et au surplus négatives, et telles seraient justement leurs valeurs,
si, dans la dernière équation de la précédente suite, on ne trouvait

pas / — 1.

Comme cela se trouvera toujours, on peut exprimer ce fait dans
une : loi pour les nombres premiers — comme suit :

Parlant de Vunité et d'un nombre premier, p? on peut, en ajou-

1 Même observation. Ainsi 237*73""1 EEE 1 (mod 37.73). Voir Ed. Lucas (Th. des n, p. 422)»

N. D. L. R.
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tant à 1 un multiple de p («p), obtenir un nombre divisible par
a<p. Au quotient ainsi produit, il faut additionner un nouveau
multiple de p (aqpb — éventuellement étant 0 —, puis diviser la
somme par a pour avoir un nouveau quotient. Avec celui-ci, on agit
comme avec le précèdent, etc. Ayant ainsi fait p — 1 divisions, le
dernier quotient obtenu sera toujours 1.

La dernière équation de la suite donnée plus haut ayant ainsi
la forme décrite, il est aisé de voir qu'il faut qu'on ait /^_i — 0;
et, à l'aide de nos substitutions, pour k on trouvera successivement

les valeurs de kp_2, k
% et enfin celle de k (a : kp{a))

comme fonctions entières et rationnelles de a.
A proprement dire, le problème posé ainsi peut être regardé

comme résolu, mais nous ne manquerons pas de donner plusieurs
exemples afin d'illustrer ce que nous avons dit.

Premièrement nous allons montrer en détail le traitement du
cas p I, a =r 3. Les résultats peuvent être rangés en quatre
colonnes, dont (Ij indique les p — 1 divisions par a, récemment
décrite ; Il la suite des équations qui, pour le cas spécial, correspond

avec la suite commune donnée au commencement ; (III)
indique les substitutions pour k, k[ kp_{, de même adaptées au

cas spécial; et (IV), enfin, de bas en haut, successivement les
valeurs trouvées pour A6, Av Aq, la dernière donnant finalement
k {a : k- (3) )„

(i) (H) (ill)

+ 5 k •= 3Aq -p 2

-{- 4 / ^ zz 3 A\, —{- 1

+ 6 a — 3 kB -I- 2

-f- 2 k? zz 3Aq

-j- 3 Äq zu o k. -j- 1

-j- 1 A. zz 3Ag

(donc /,6 zz 0)

(IV)

k z 34.1 -f 32.2 4-3-4-2

Aq — 3s.l q-3.2-4- 1

k2 zz 32.i 4- 2

/3 3.1

*4=1

L=0

Cependant, comme ce n'est que l'expression pour k[k \a) J qu'on
cherche, le résultat peut être trouvé bien plus simplement en
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cherchant seulement les nombres qui dans (I) paraissent comme
facteurs de 7 et dans (III) comme les quantités qu'il faut
additionner à 3kx[cikx). En fin de compte, on peut garder la désignation

a pour 3. La détermination de k1 (3) alors peut être réglée
ainsi :

1 5 4 6 2 3 1

2.7 1.7 2.7 0.7 1.7 0.7 —

On commence par écrire 1 en tête de la ligne supérieure, puis
on cherche le plus petit multiple de 7 qui, additionné à 1, donne
une somme divisible par 3. On écrit ce multiple sous 1, dans la
seconde ligne, pendant que le quotient trouvé, 5, sera écrit à

droite de 1 dans la première ligne. Maintenant on se comporte
avec 5 comme auparavant avec 1, etc. — Le petit trait horizontal
à la fin de la seconde ligne fait rappeler qu'on a k x — 0.

A l'aide des facteurs de 7, de la seconde ligne, qui — comme il
a été dit — seraient additionnés au produit a X le k précédent,
on a successivement :

kh — «.0 + 0 ~ 0 Z4 a. 0 + 1=1, k3 — a. 1 + 0 a

k2 a. a + 2 /q rr: a3 + 2a -j- 1 k a4 + 2a2 -f- a + 2

Nous donnerons encore les résultats pour toutes les équations

~ pi: (a) -f- 1 correspondant aux nombres premiers 5, 7, 1+—1

et 13, [a <C p]r

p a

1 | 3 4 2 1 ;

1.5 1.5 0.5 0.5 —

0 k2 0 k1 1 k kp(ct) a 4- 1

a =2

a — 3
1

1.5

2 4 3 1

2.5 1.5 0.5 -
0 k0 rz: t ki — ci + 2 Z: — k^[a) — + 2« + 1

a 4:

3.5

4 14 1

0.5 3.5 0.5 —

k% 0 + 3 *, 3a Ä ^(a) 3«2 + 3
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Le trait au-dessus de 4 et 1 désigne une période des quotients
obtenus.

p 7

a 2
1.7

4 2 1 4 2 1

0.7 0.7 1.7 0.7 0.7 —

r= 0X f zz 0 /3 zz 1 /'8 — a k1 zz a2 £ zz ^(fl) «3 + 1

a — 3
2.7

5 4 6 2 3 1

1.7 2.7 0.7 1.7 0.7 —

zz 0 /q zz 1 X3 zz a ä*2 — (É -j- 2 /•-, — a3 -j- 2 a 1

^ (a) zz a4 + 2a2 -j- a -j- 2

a — 4
1.7

2 4 1 2 4 1

2.7 0.7 1.7 2.7 0.7 —

k (a) zz 2a4 + a3 -f 2a + 1

a zz o
i.7

3 2 6 4 5 1

1.7 4.7 2.7 3.7 0.7 —

k (a) — 3a4 -{- 2a3 -j- 4a2 q* a -f- 2

a zz 6
5.7

6 16 16 1

0.7 5.7 0.7 5.7 0 7 —

(a) zz: 5a4 + 5a2 -f- 5

Par avance il était à présumer que les facteurs premiers de p — 1

allaient jouer un rôle considérable à l'égard de la forme des fonctions

kp[ci). En effet, il en est ainsi, car, de ce qui précède, on
voit que de la solution de p — 1 se déduit l'apparition des périodes
qui, à leur tour, donnent leur empreinte particulière à la forme
du kp (a). Ainsi on voit, par exemple, dans ce qui précède, que
pour p — 1 6 on peut avoir 2 périodes à 3 quotients ou 3 périodes
à 2 quotients. Mais, d'un autre côté, on voit que la solubilité de

p — 1 n'a aucune importance réelle. Ainsi pour p — 1 6 les
valeurs 3 et 5 pour a n'admettent pas de périodes.



300 H. E. HANSEN
Pour p — 11 et 13 nous donnerons seulement les expressions

pour k (a) :

11

a — 2 kp(a) =z a6 -4- a4 4 ß3 + (l2 4~ f
— 3 » 2a7 4- rt6 + 6f5 + 2a2 4 a 4 1

— 4 » nz a8 -j- a7 -}- 3a6 4 a5 -f- a3 4 a2 -j- 3a 4 1

— 5 » r= 2a8 -J- a7 a& -f- 4a5 -f- 2a3 -f- a2 -f- a -j- 4

— 6 » =z 3a8 4 a7 -f- 3a6 4 4a5 4 5a4 2a3 4 4a2 -j- 2« 4" '4

a — 7 » 4a8 + 3a7 + a6 4- a5 4- 6a4 4- 2a3 4 3a2 -j- 5 a 4- 5

a — 8 » ~ 5a8 4" éa7 4- 4a6 4- 2a5 4 7a4 4 2a3 4" 4 3a H~ 3

a — 9 w — 7 a8 4 3a7 4- 2a6 4" ^a5 + 7 a3 + 3a2 4" 2« 4 4
»

a — 10 » r= 9a8 4- 9a6 4- 9a4 -j- 9a2 4- 9

P ~ 13

a — 2 k (a) a8 4" a5 4" a4 + a3 4" a ~h 4
»

a 3 » := 2a9 4 2a6 4- 2a3 4- 2

a= 4 » a10 4- 3a8 4- 2a7 4- 3a6 4 a4 4 3a2 4- 2« 4- 3

a z= 5 » — a10 4- 4a9 4" 3a8 4" a6 4" 4a5 3a4 4" a'2 4~ 4a ~f~ 3

a 6 » 2a10 4 4a9 4 3a8 4 4a7 4 5a5 4 3a4 4 ^3 "F 2a2 4 ^ + 5

a — 7 » 3a10 -j- 5a9 4" 2a8 4- 1 a7 4 5a6 4 6a5 4 3ft4 4 a3 4" 4<22

4 2a 4 1 '

a — 8 » — 4a10 4 7a9 4 3a8 4 4a6 4~ 7a5 4" 3a4 4 4a2 4 7 a 4 3

a — 9 » 6a10 4 2a9 4 6a7 4 2a6 4 ^«4 4 2a3 4 4 2

a ~ 10 i 1= 7a104 6a94 9a84 2a74 3a64 7a44 6a34 9a24 2a 4 3

a — 11 » 9a10 4 3a9 4 4a8 4 2a7 4 5a6 4 19ft5 4 a4 4 7a3 4 6a2

4 8a 4 5

«-12 » lia10 4 lia8 4 lia6 4 lia4 4 lia2 4 11

En fin de compte, il faut donner une couple d'exemples
correspondant au cas a >> p. Nous choisissons p 5, « 5.1 43?
5.2 43 et 5.34 3. Dans la précédente équation (A) nous aurons
x 3, p 5 et n égal à 1, 2 ou 3, ce qui nous donne :

4(8) 53 4 4.52.3 4 6.5.32 4 4.33 4 32 4 2.3 4 1

4(13) — 53.24 4 4.52.23.3 4 6.5.22.32 4 4.2.33 4 32 4 2.3 4 1

4(18) 53.34 4 4.52.34 4 6.5.34 4 4.34 4 32 4 2.3 4 1

Pour peu qu'on ait pensé trouver quelque relation entre le
problème traité ici et celui à'Abel, il sera à supposer que le précédent

renseignement exclura cette idée.
Finalement, il faut observer qu'en ce qui précède 011 ne trouvera

pas le problème résolu généralement, c'est-à-dire pour des



TRANSFORMATION PROJECTIVE 301

valeurs quelconques de p et a. Aussi n'avons-nous pas démontré

par induction que ce qui a lieu pour quelques valeurs de p et a
serait aussi le cas pour des valeurs plus considérables.

A mon avis le cas traité est exceptionnel, et ne permet pas ces

preuves ordinaires. En vérité, il me semble suffire que nous soyons
à même d'éprouver l'exactitude de la loi que nous venons d'énoncer

pour autant de nombres premiers que nous voulons, et de savoir

que, dans autant de cas, notre exposition sera juste.

Copenhague, le 1er juillet 1916.

SUR UNE TRANSFORMATION PROJECTIVE

CONDUISANT A QUELQUES PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES

PAR

F. Gonseth (Zurich).

I

1. — Dans un plan non-euclidien, nous allons supposer que la
conique absolue soit réciproque de celle du plan euclidien, c'est-
à-dire qu'elle se réduise à deux droites. Nous examinerons ensuite
la métrique de ce plan avec un œil euclidien.

Aux notions d'angle de deux droitesf de distance d'un point à
une droite, et de distance de deux points vont correspondre les
notions au sens non euclidien de distance de deux points, de
distance d'une droite à un point, et d'angle de deux droites.

2. — Supposons que la conique absolue de ce plan soit formée
des deux droites isotropes de l'origine

x.2 y2 _ 0

Pour passer des premières notions précitées aux secondes, il
suffit de remplacer dans les formules usuelles les coordonnées
[x, y) d'un point, par celles (u, v) d'une droite; et l'équation des
points cycliques

w2 -1— P2 =: 0

par celle des droites isotropes de l'origine
x2 + f 0
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