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courbe (C), le point P décrit une courbe qui, par définition, est la

développée intermédiaire de (C), associée au nombre A.

À toute courbe (C) est ainsi associée une infinité, dépendant du

paramètre A, de développées intermédiaires. Parmi celles-ci, se

trouvent la courbe elle-même (A co et la développée proprement

dite (A 1].
Des exemples remarquables de développées intermédiaires ont

été donnés par M. Braude dans le mémoire précédemment cité et
dans divers travaux qui lui font suite : Ueber einige Verallgemeinerungen

des Begriffes der Evolutoïde (Archiv der Mathematik und
Physik, III Reihe, XX, p. 44-52). — Les développées imparfaites
des spirales sinusoïdes, des courbes de Ribaucour, et des coniques
Giornale di Ma tema tiche di Battaglini, 1912, p. 310).

Le problème inverse paraît devoir être particulièrement
intéressant. 11 s'agit, étant donnée une courbe plane (Pj, de rechercher

les courbes (C) dont (F) puisse être une développée intermédiaire.

Le cas le plus simple est celui pour lequel (Fj est une
droite; les courbes correspondantes (G) sont celles que Jean
Bernoulli avait considérées dès 1716 et que l'on désigne d'habitude
sous le nom de courbes de Ribaucour, en l'honneur du géomètre
français qui les a utilisées, en 1880, dans son Etude sur les élasso

ïdes.
Je ne ferai point ici l'historique de ces courbes remarquables :

elles sont étudiées dans les ouvrages (indispensables dans des
études de cette nature) de M. Gomes Teixeira (Traité des courbes
spéciales remarquables, t. II, pp. 282-280) et de M. Gino Loria
Spezielle ebene Kurven, t. Il, pp. 137et 234). L'article Courbes
transcendantes particulières de l'édition française de l'Encyclopédie des
sciences mathématiques pures et appliquées en contiendra d'ailleurs
la bibliographie complète.

Je me propose uniquement de développer ici des considérations

qui se rattachent à quelques-uns des résultats obtenus par
M. Braude.

1. — Relation entre la chaînette de Coriolis et les
COURBES DE RlBAUCOUR.

Dans un article intitulé Courbes transcendantes et interscen-
dan tes (Enseignement mathématique, mai 1912, pp. 209-214), j'ai
insisté assez longuement sur le fait que, par un passage à la
limite, certaines courbes transcendantes particulières peuvent
être envisagées comme appartenant à une famille de courbes
algébriques ou interscendantes qui dépendent d'un paramètre
arbitraire : la spirale logarithmique, par exemple, est, d'après
M. IIaton de la Goupillière, la limite d'une certaine famille de
spirales sinusoïdes.

L'Enseignement mathém., 15e année; 1913. 32
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Il se produit un fait analogue pour les courbes de Ribaucour.
L'équation différentielle de celles-ci étant

pour m rationnel, ces courbes de Ribaucour sont certainement
des courbes panalgébriques, au sens de M. Gino Lokia ; pour des
valeurs rationnelles particulières, elles peuvent même être
algébriques. Mais lorsque m est un nombre irrationnel, ces courbes
de Ribaucour cessent d'être panalgébriques : l'ordre minimum de
l'équation différentielle rationnelle, qui les admet pour intégrales,
est alors deux : ce sont donc des courbes qui sont à l'égard des
courbes panalgébriques précédentes, ce que les courbes inter-
scendantes sont par rapport aux courbes algébriques. De même
que les courbes interscendantes constituent une transition entre
les courbes algébriques et les courbes transcendantes proprement
dites, de même les courbes actuelles se placent naturellement
entre les courbes panalgébriques et les courbes transcendantes
du second Ordre proprement dites.

Pour la valeur zéro du paramètre m, l'équalion différentielle
des courbes de Ribaucour se présente sous une forme illusoire.
Ossian Bonnet (Journal de Liouville, 1844, p. 223 et p. 235) observe,
d'après la définition mécanique des courbes de Ribaucour qu'il
prend pour départ, que, pour ce cas singulier, la courbe de
Ribaucour doit être remplacée par une chaînette d'égale résistance

de Coriolis.
Ce même fait est signalé dans une Note lieber die Kurven, unter

deren Zwischenevoluten sich Kreise befinden de M. L. Bhaude,
insérée dans les Monatshefte für Mathematik und Physik I. XXIII
1912, p. 288). Nous pouvons préciser ce résultat en envisageant
la famille suivante de courbes de Ribaucour :

yQ est un nombre fixé ; quant à m, c'est le paramètre arbitraire
dont nous faisons dépendre la courbe de Ribaucour ; ce paramètre
est supposé varier d'une manière continue au voisinage de zéro;
il prendra toute valeur possible, rationnelle ou non : la famille de
courbes de Ribaucour comprendra donc des courbes des deux
premiers ordres de transcendance.

Dans ces conditions, la famille envisagée de courbes de Ribau-
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cour admet une courbe limite lorsque m s'annule ; celle-ci est

représentée par l'équation

*= /
y

7 -Cl*) —v ~—'/• — arc cos e J — arc cos e -'o

Ce"-"- 1

par un changement d'origine, on la réduit à la forme suivante :

x — arc cos e y ;

d'où il résulte que cette courbe limite est la chaînette d'égale
résistance de Coriolis :

ey cos x — 1

Cette courbe est du second ordre de transcendance, de même que
la courbe générale de la famille de courbes de Ribaucour dont
elle est la limite.

II. — Equations taxuexïtelles des courbes de Ribaucour.

Sauf pour la parabole, la chaînette, et la cycloid e, je n'ai trouvé
aucune trace de recherches sur l'équation tangentielle d'une courbe
de Ribaucour. L'équation tangentielle de la cycloïde a été formée
par W. H. Besant dans ses Exercices pour la licence {voir
Nouvelles Annales de mathématiques, 1871, p. 286). Quant à la
chaînette, son équation tangentielle — que l'on trouvera plus loin —
n'a pas été considérée à proprement parler ; mais l'équation
analogue de Lalysséide a été fréquemment envisagée.

11 est aisé de former l'équation tangentielle d'une courbe de
Ribaucour en partant de son équation ponctuelle. Je vais former
cette même équation, d'après la propriété géométrique qui définit
une courbe de Ribaucour.

J'utiliserai à cet effet le système de coordonnées polaires
tangentiales de Hesse et de Ferrers : la courbe est considérée comme
enveloppée par la droite d'équation

x cos f -j- y sin o ~ U5 ;

en prenant l'axe O.r pour base de la courbe de Ribaucour, la
condition géométrique imposée à cette courbe est

MC m. MN
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