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V. Eléments d'analyse infinitésimale. — Fondements de la théorie des

limites. Application de la théorie des limites à la mesure de la longueur de

la circonférence, de l'aire du cercle, des surfaces et des volumes du cylindre,

du cône et de la sphère. Limite du rapport —^— pour x tendant vers zéro.

Limite vers laquelle tend lê binôme ^1 -f- —^ quand n croît indéfiniment.

Système naturel des logarithmes. Module. — Variable indépendante (argument)

et dépendante (fonction). Fonction explicite et implicite. Variation
•continue de l'argument. Fonction continue pour la valeur donnée de 1 argument

et dans le domaine donné de l'argument. Exemples de fonctions-

continues ; fonction ax. Représentation géométrique des fonctions. — Notion de

la dérivée et de la différentielle d'une fonction. Signification géométrique et

mécanique de la dérivée. — Dérivées de la somme, de la différence, du

produit et du quotient de fonctions. Dérivées et différentielles d'une fonction

«composée. Dérivée de la fonction inverse. — Dérivées des fonctions xm,

exponentielle, logarithmique et des fonctions trigonométriques. — Représentation

géométrique de la propriété de la fonction continue : « si la fonction
est continue dans un certain domaine de l'argument et si aux limites du
domaine elle prend des signes contraires, elle s'annule a l'intérieur du
domaine». — Représentation géométrique du théorème de Rolle; théorème
de Lagrange. — Les critères de la croissance et de la décroissance des

fonctions. Valeurs extrêmes de la fonction dans le domaine donné de l'argument

; leur recherche. Equations de la tangente et de la normale d'une
courbe donnée au point donné ; tangentes de l'ellipse, de l'hyperbole et de

la parabole. Notion de l'intégrale définie. Application au calcul des aires.
Notion de l'intégrale indéfinie.
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Un peu plus de Cinématique.

Il est une branche de la mécanique qui échappe aux postulats
newtoniens : c'est la cinématique. Au moment où ces postulats
-sont si discutés, ne serait-il pas opportun que l'attention des
chercheurs se reporte sur elle

Toute peu étendue qu'elle soit actuellement, elle n'en suffit pas
moins à l?explication de nombreux mécanismes. Un progrès en
cette partie pourrait avoir de grandes conséquences.

Voici un point de départ qui mène fort loin :

Problème. Un point matériel M étant soumis à une rotation
propre, autour d'un axe A, dans un système qui est tout entier
entraîné dans une rotation autour d'un axe B, déterminer la
trajectoire de ce point dans la suite du temps.
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Nous spécifions — et c'est là la nouveauté — que la distance R
du mobile à son axe A doit rester invariable. Mais sa distance à

l'axe B pourra varier du fait même de la rotation propre. Soit iff
l'angle que font les deux axes À et B : cet angle demeure constant.

Le lieu le plus étendu des points situés à la distance R d'un
axe A est un cylindre de révolution indéfini, de rayon R, décrit
autour de cet axe; notre mobile ne peut que demeurer à la surface
de ce cylindre.

D'autre part, l'entraînement est la rotation d'un système variable,

puisque tous les points n'en sont pas immobiles. Nous nous
faisons une idée d'une telle rotation en subdivisant le temps en
intervalles infiniment petits et assimilant le système variable à un
système invariable durant chacun de ces intervalles.

Pendant une de ces subdivisions du temps, notre mobile est
donc astreint aussi à se trouver sur un certain cylindre de révolution

décrit autour de l'axe B. Sa trajectoire, pendant le même
temps, sera donc un élément de l'intersection de ce cylindre et de
celui de la rotation propre.

Supposons que les axes A et B se rencontrent en un point O. Ce
point restera fixe.

Prenons notre mobile sur la perpendiculaire commune aux deux
axes A et B, soit en M0, nos deux cylindres ont alors même rayon,
et leurs axes concourent. Leur intersection est donc plane et la
trajectoire, elliptique.

On voit aisément que, en considérant comme axes de rotation
les demi-droites menées selon la convention classique, le seul plan
d'intersection qui convienne est le plan bissecteur extérieur de
l'angle des deux axes. L'ellipse que ce plan détermine a pour petit
axe b, et pour excentricité e? savoir :

b 11 e sin ^

Traçons cette ellipse en entier : elle sera le lieu des points du
plan qui sont à la distance R de l'axe OA ; et puisque le plan est
bissecteur, ce sera aussi le lieu des points situés à la même
distance de OB. Si nous envisageons le mobile en une position
quelconque sur cette ellipse, il y retrouvera les mêmes conditions
qu'en M0.

A chaque intervalle de temps, un point pris sur le plan bissecteur

extérieur a donc sa trajectoire élémentaire sur ce plan, et elle

est un élément de l'ellipse définie par b R, e — sin

Dans la suite du temps, le plan bissecteur tourne, de même que
l'axe OA, autour de l'axe fixe OB, et il décrit autour de cet axe

un cône de révolution ayant pour demi-angle au sommet —- —
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Mais rapportons le mouvement dn point M à un système de
coordonnées participant à l'entraînement : soit, un trièdre trirectangle,
ayant pour axe des z, OB, pour axe des z/, la perpendiculaire
commune OM0, l'axe des x étant perpendiculaire aux deux autres.
Dans un tel système, l'axe OA et le plan bissecteur restent fixes.

Or, la propriété que possède le point M d'être à la distance R
de l'axe OA et de devoir rester invariablement à cette distance et
celle encore d'être à la distance R de OB et de rester durant un
intervalle de temps infiniment petit à la même distance de OB
subsistent en quelque système que l'on ait à en examiner les effets.

Soient donc t0, tci trois instants consécutifs, séparés par les
intervalles infiniment petits Ahn Ah- Si, à l'instant t0 dans notre
système, le mobile est vu sur le plan bissecteur et sur l'ellipse sus-
indiquée, il se déplacera, durant l'intervalle A A» sur ce plan
cette ellipse, qui sont fixes pour nous ; il s'y retrouvera donc au
temps t0 -f- A^o — h > Pu*s au temps tx -j- Ah ou h? ainsi de
suite. Le poit M se déplacera donc d'une manière continue sur
les dits plan et ellipse.

Plan et ellipse sont fixes dans l'intérieur du système où nous
nous sommes placés; mais ils sont mobiles par rapport à des
repères extérieurs. Le grand axe de l'ellipse est, à chaque instant,
sur l'intersection du plan bissecteur avec le plan des axes AOB,
lequel n'est autre que notre plan des x, z. Soit OD ce grand axe
de l'ellipse, qui est dans le système une ligne fixe ; mais si, à un
instant t0, on a repéré la direction de cette ligne sur quelque étoile
éloignée, et tracé sur le plan cette direction OD0, on verra sur le
plan du mouvement cette direction OD0 s'écarter continuellement
de la direction OD. Le plan et toute figure liée à OD paraîtront
donc pivoter autour du point 0.

En examinant les choses d'un point de vue extérieur à notre
système, c'est, au contraire, la direction OD0 qui sera fixe, et la direction

OD qui s'en écartera continuellement.
Le mobile n'en décrit pas moins son ellipse, mais celle-ci est

tropique ;
Le pivotement de OD par rapport à OD0 constitue une sorte de

mouvement prècessoral ;
Enfin, le plan du mouvement éprouve sa variation conique autour

de l'axe fixe OB.
Les conditions de vitesse des mouvements composants pourront

faire que le premier de ces mouvements, le mouvement elliptique,
paraisse exister seul, le deuxième étant presque insensible et le
troisième, tout à fait négligeable. Mais ces trois sortes de mouvements

existent toujours.
En quelque position qu'un mobile se trouve par rapport aux

axes A et B, et quand même ces axes ne se rencontreraient pas,
on peut toujours mener, par une position N, un plan bissecteur
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extérieur de l'angle des axes représentatifs des deux rotations.
Soit On le point où ce plan rencontre l'axe À; menons par 0« une
parallèle CLB' à l'axe B. On peut substituer à la rotation
d'entraînement une rotation égale autour de l'axe OB', plus une
certaine translation à déterminer à chaque instant.

Sous l'influence de la rotation propre et de la rotation autour
de OB', le mobile N décrit une ellipse, pivotant dans son plan
autour de 0« pendant que ce plan varie coniquement dans l'espace.
La translation complémentaire ne modifie en rien la direction des
plans, ni les déplacements angulaires ; mais elle reporte le point
de pivotement au véritable point fixe, qui est l'intersection du
plan bissecteur avec l'axe fixe B. Et, durant chaque intervalle de
temps infiniment petit, cette translation respecte aussi le mouvement

elliptique élémentaire, mais en le soumettant, par la suite
du temps, à son propre changement de direction.

La trajectoire du mobile peut donc toujours, dans les limites
utiles d'ailleurs, être définie par une ellipse pivotant autour d'un
point de son plan, pendant que ce plan varie coniquement dans
bespace autour du même point.

Quand un pendule bat à la surface de la Terre, la distance du
centre de percussion à l'axe d'oscillation est une donnée qui ne
varie pas, soit que le pendule batte ou ne batte pas, ni du fait que
la Terre tourne. Le cas rentre donc dans les conditions de notre
problème. L'expérieqce du Panthéon a rendu manifeste les trois
sortes d'effets que nous venons d'indiquer : trajectoire tropique
(alternativement différente), pivotement précessoral (alternatif),
variation conique dans l'espace.

La détermination des mouvements dans notre problème exige
une analyse plus approfondie que ce qui précède. On démontre :

1° Que lorsque le mobile est sur le plan bissecteur, il décrit sur
l'ellipse tropique des secteurs égaux dans des temps égaux, l'origine

de ces secteurs étant au centre de l'ellipse.
2° Lorsque le mobile est en dehors de ce plan, le mouvement

analogue est possible encore, mais dans certaines limites; les
secteurs égaux décrits dans des temps égaux ont alors pour sommet
commun l'un ou l'autre foyer.

3° Lorsque les axes ne se rencontrent pas, les secteurs décrits
successivement dans des temps égaux ne peuvent être égaux ni
autour du centre, ni autour d'un foyer, ni autour d'aucun autre
point.

Les conditions de possibilité, de stabilité ou d'instabilité, de

persistance ou de cessation de ces mouvements offrent un grand
intérêt et touchent à diverses questions de physique et d'astronomie.

Com m1 Litre (Toulouse).
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