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FORMULES DU DEMI-ANGLE EN TRIGONOMETRIE PL. NE 201

« polaires de deux points quelconques par rapport aux ellip-
« soides du faisceau I' sc coupent suivant une gerbe de droites
« paralleles. »

Pour terminer, nous mentionnons encore les propositions
sulvantes :

« 1° Les sommets de tous les pavallélipipedes circonscrits & un
« cllipsoide et dont les faces sont tangentes a lellipsoide aux
« extrémités de trois diametres conjugués quelconques sont tous
« situéssurun ellipsoide concentrique homothétique au premier.»

« 2° Les sommets de tous les cones circonserits a un ellipsoide
« qui limutent avec les plans de lears ellipses de contact des
« solides de volume donné, sont tous situés sur un second ellip-
« soide, concentrique, homothétique au premier. » Reye.)

Pour démontrer ces deux propositions, nous n'avons qu'a
allier les ellipsoides a des spheres. Dans le premier cas nous
trouverons comme lieu des sommets des cubes correspondant
aux parallélépipedes, une sphere concentrique a la premiere; et
de méme les sommets des cones circonscrits a la sphére corres-
pondant aux coénes circonsecrits a l'ellipsoide sont situés sur une
sphere concentrique a la premiere.

DY KiLBINGER (M ulhouse).

SUR LA DEMONSTRATION
DES FORMULES DU DEMI-ANGLE

EN TRIGONOMETRIE PLANE

Le théoreme de Carnot résout en prinecipe le probleme fonda-
mental de la Trigonométrie, qui consiste 4 déterminer les angles
d’un triangle dout on connait les trois cdtés. Toutelois la for-
mule obtenue ne se préte guere au caleul logarithmique ; aussi
en déduit-on d’ordinaire les formules dites. du demi-angle, en

avant recours a des transformations algébriques.
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Clest, je erois, a M. Ired. Meyer, professcur au Gymunase de
lalle, qu'on doit le premier essai (') darriver directement a ces
dernicres formules, par des considérations purement géomé-
Lriques.

Un peu plas tard M. Korschel donna ) une démonstration
anaiogue a celie de M. Mever,

La méthode que je me propose d'exposer iei et qui conduit

aux formules da dcnu—arlgle par une voie purcment géométrique,

me sembie plus importante que celle de Meyver, tant au point de
vue pédagogique, quian poeint de vae scientilique. En effet, elle
n'exige avcun théoreme auxtliaire; la démonstration est absolu-
ment analogue pour les trois formules et, correspondant ainsi a
leurs constructions, met bier en lumicre leur étroite parenté; fa
ligure sur laquelle cllie se base a une grande maportance géomé-
Lrique, puisque le triangte ABC est préeisément le triangle avan!
pour sommets les pieds des hanteurs du triangle O, 0,0, ¢ enfin,
par cette mcéthode 11 est i;m’ajunrs factle de retrouver la démons-
tration de 'une quelconque des formules. Mais, arvivons au fait.

Menons les bisscetrices tanl inlérieures quextéricures du

teiangle donné ABC (voir la figure); soit AO, BO, et CO, les

(') Yoir sa note publice dans la Zedselrift [0 math. w. nalurs. Unterrichl.
année 1887, p. 263 el 2606.

() Uislerr. Zedschrift [ir das Realschulivesen, anncée 1893, p. 160, 161,
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trois bissectrices intérieures, O,0,. 0,0, et 0,0, les trois bissee-
o 6 A .

—, —, — les demi-angles du
2 ) C

2 2

trices extérieures, solent encore -

7
triangle ABC.
L
. . 5 % . .
1. Pour trouver la valeur de sin® — | 1l suliit de comparer les
N _

deux triangles semblables OCO, et OBO, ; le premier nous donue

. o OC Cle d .. .o 0B leduit
Sin — /== — ¢l 1¢ geuxieme simn — — ;0on en aegurt, en
) 00, ’ 2 00, 7 } ’

muitipliant membre a membre

- OoC. OB oC OB
81N~ — — =

5 00, 00, — 00, 00,

51, d’autre part, on projette les points O et O, sur 'un des
cotés CB ou C\, on voit que

OC (s—c)

00, o ¢

cn désignant par s le demi-périmetre du triangle ; de méme si
Pon projetic les points O et O, sur 'un des cdtés BA ou BC, on

voit que
OB (s—b)

00, b
Substituant ces valeurs dans 'expression de sin? —— | on a
9,
enfin
N

. S0 S—¢)

sin? — — ( ) )
2 b. ¢

2. Ln emplovant les triangles OCO, ct O,BO,, on arrivera
N 5 x4 . 3 3 &
d'une facon analogue ala formuale de cos>- >,

2

On a, en effet, dans le triangle OCO, :

a 0,C
COB —= == -
) 0,0
ct dans e triangle OBO, :
cos 2 0,B
Ty 0,0,
d’ou, par meltiplication
e 0,6 0B 0,6 0,8
B 0,0 0,0,70,0, 0,0
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Projetant les points O, ¢t O, sur CB ou CA, les points O et O,

sur BC ou BA, on trouve :

0,C (s—ua) ) 0,B $
S el —— — —
0, O, ¢ 0,0 b’
ce qui donne la formule cherchée :
2 s (s—a
Cos? — — ~—‘———)— .
o, b. c.

o - , 9 . \ .y .
3. Enfin, pour trouver tg — il sullit de considérer les trian-
: )

gles OCO, ct O ,CO,, qui nous donnent :

x  0C. 0O,C OoC 0O.C

WL T 0.0 0,0 0.6 0,07

mats
OC (s—c) 0,C  [(s—0)
0.,G s et 0,C — (s—a)

ainst qu’on le reconnait aisément par projection ; d’ot 1l suit

to‘ﬂ—a—;: (s—b) (s—¢) )
) s. (s—ua)

On obtiendrait plus 1':1pidement cette dernicre formule en
.

w
SIS —=
formant le (quotient — , mais Je tenais tout d’abord a montrer

y %
COs~ 5

la généralité de la méthode, en Vappliquant ausst a ce cas, et a
indiquer ensuite un nouveau moyen de déterminer 55 1l sullit,

en effet, pour l'obtenir de remplacer dans la derniere formule

”

X
tg —Z—par .

(s—a)

Reste maintenant i exposer briecvement que celte méthode
fournit un moven mémnotechnique pour retrouver ces formules ;
il repose sur la définition méme des fonctions trigono_métriques.

Par exemple : pour trouver le second triangle qui, avee OCO,,
, . R . a2

nous donnera la démonstration de la formule du sin—, on pro-
9,

. . o i , . Q , ,
longe dans le triangle OCO,, le ¢6té opposé a — et | hypoténuse,
2 2 k

. . - [74 o .
ct 'on obtient le triangle OBO,. Pour cos —, on prolongerait le
e 2

coOté adjacent a

: a -
ct 'hypoténuse et pour tg—, les deux ¢otés de
N 2

2
I'an gle droit.
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Bien que ce qui suit n'appartienne plus, a vrai dire, & mon
sujet, le lecteur me permcttra d’indiquer, en terminant, unc
méthode nouvelle, a ce que je crois, pour déterminer le ravon du
cercle ex-inserit au triangle donné ABC. Caleulons, par exemple,
le rayon 2, du cercle de centre O,.

4

Menons O,X parallele a AO,; on voit alors que
0,2 = (s — ¢). F,X.
On obtiendra F X en remarquant que les 'trianglcs sembla-
bles OFA et O,1,X sont homothétiques, et onl pour centre d'ho-

- , L.t D (s—b i . TOEE
mothétie P et pourrapport d’homothétie = —- - ) ; le eoté X

P
est done 1 honmlofrm de FA A, et comme ce dernier co(m' fur-méme
(s—a), on a

d’ou finalement

Frz. Rupi. (Viehofen, Basse-Autriche:.

NOTION DE L’ INFINI
EN GEOMETRIE ELEMENTAIRE

A PROPOS D’UN ARTICLE DE M. RIPERT (Y

f.a Géométrie élémentaire a heurcusement ¢ehappé jusqu’ier
aux innovations qui, sous couleur de progres qcicntiﬁ([m‘ ont
entrainé les mathématiques spéciales dans une voie dangereuse.
Ausst suis-je bien loin de partager 'opinion de M. &lpuL sur
Fintroduction, dans la Géométrie élémentaive, de 1 infini, au sens
que M. .hlpert donne i ce mot.

(") Yoir ne o, a¢ anndée, de 'Enseignement mathématigue (15 mars 19oo).

Enscignement math. e
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