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Sur le developpement des courbes Lu le 13 Juillet
1780

Joseph Louis LAGRANGE

[Edité par Philippe HENRY]

La theorie du developpement des courbes, due 2 Huyghens, est une des plus belles
decouvertes qu’on ait faites dans la geometrie. Elle a precedé le calcul différentiel’, mais
elle a recu ensuite de ce calcul plus d’etendue et de perfection.™ Cette theorie conduisit
d’abord Huyghens a une nouvelle proprieté de la cicloide, celle de se reproduire par le
developpement’! ; mais Jacques Bernoulli trouva apres lui que cette proprieté singuliere
convenoit aussi a toutes les epicicloides decrites par la rotation d’un cercle sur un autre
cercle, ainsi qu’a la logarithmique spirale2. Depuis M. Euler a resolu directement et
géneralement le probleme de trouver? toutes les courbes qui peuvent engendrer des
courbes egales ou semblables par un ou plusieurs developpemens successifs, et la
maniere dont il a traité ce point ne me paroit rien laisser a desirer (Voyez le tome XII
des anciens Commentaires de Petersbourg53). Mais il y a un autre pointt* de la theorie
des developpées qui ne me paroit pas encore suffisemment eclairci. C’est le theoreme
donné par Jean Bernoulli dans un ecrit intitulé Schediasma ciclometricum et imprimé
dans le tome IV de ses Oeuvres’4. Ce theoreme tres remarquable par sa singularité
et sa généralité consiste en ce que si on developpe un arc d’une courbe quelconque
terminé par des perpendiculaires qui fassent entr’elles un angle droit, qu’ensuite on
developpe en sens contraire la courbe engendrée par le premier developpement, et ainsi

Tt

1 Voir le paragraphe 2.

52Voir le paragraphe 3.

Heveonrbes

S3Investigatio curvarum quae evolutae sui similes producunt, Commentarii academiae scientiarum impe-
rial;;':vt Petropolitanae 12, 1750, pp. 3-52; Opera Omnia 27 (series 1), pp. 130-180; E129.

54Le titre complet est : De evolutione successiva et alternante curva cujuscunque in infinitum continuata,
tandem Cycloidem generante ; schediasma cyclometricum [2, IV, pp. 98-108]. Voir le paragraphe 3.
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124 J. L. LAGRANGE

de suite a I’infini, les differentes courbes resultantes de ces developpemens successifs,
doivent approcher de plus en plus de la cicloide ordinaire, jusqu’a devenir enfin de
vraies cicloides, quelle que soit d’ailleurs la nature de la premiere courbe developpéess.

L auteur ne donne point la demonstration de ce theoreme ; 7 il en fait seulement
voir 1’usage pour trouver des limites aussi approchées que ’on veut de la valeur du quart
de cercle. M. Euler a taché depuis de restituer cette demonstration dans un excellent
Memoire inseré dans le tome X des nouveaux Commentaires de Petersbourg® ; mais
il me semble que sa methode ne porte pas et ne sauroit porter dans I’esprit toute la
lumiere ni toute la conviction qu’on peut desirer sur ce sujet.

M. Euler considere d’abord la derniere courbe formée par un nombre infini de
developpemens et il prouve que pour que cette courbe ainsi que toutes les précédentes
soit finie et que les perpendiculaires aux deux extremités fassent toujours entr’elles un
angle droit, comme la nature du developpement le demande, il faut qu’en nommant s
I’arc de la courbe dont il s’agit et ¢ sa courbure'™ c’est a dire I’angle compris entre les
deux perpendiculaires menées aux extremités de cet arc; il faut dis-je que l’equation
entre s et ¢ soit telle que I’on ait, lorsque ¢ =0, s 42 &c nuls, g;; To L35 &c

L] d(Pz’ d 4
d3 _ ds d3s d°s
70 §, d £-=2 &c finis negatifs, et que lorsque ¢ = 90° on ait 7~ T d(pi, o5

&c nuls, s, d 42 &c finis positifs, et [‘il ;, d £ finis négatifs”. De la M. Euler conclut

d’abord que 1’equat1on entre s et ¢ d01t etre de la forme

finis positifs et

s = Asinag + Bsin e + Csinyg + &c;

ensuite que les coeficiens «, B, y &c ne peuvent etre que les nombres impairs 1, 3, 5
&c; enfin que les coeficiens B, C, &c doivent etre tous nuls, ce qui reduit I’equation
dont il s’agit a s = A sin ¢, laquelle est celle d’une cicloide ordinaires.

Mais voici, ce me semble, ce qu’on peut objecter a ce raisonnement; c’est que si
la derniere courbe est en effet une cicloide rigoureuse, comme il paroit s’ensuivre de
la demonstration de M. Euler, toutes les courbes précédentes ne seront elles-memes,
comme 1’on sait, que des cicloides egales, par consequent la premiere courbe ne sera
plus arbitraire ainsi qu’on le suppose. Aussi ne sauroit-on, ce me semble, prendre le

55Johann Bernoulli énonce le résultat pour une «courbe quelconque» dont les tangentes en A et B sont
perpendiculaires et insiste sur la rapidité de la convergence vers un arc de cycloide. Dans la suite du texte, il
ne considére que le cas d’un quart de cercle. Leonhard Euler traite directement le cas général dans [6]. Voir le
paragraphe 4.
T mais
56 [6]
Tsera
T amplitude. Lagrange a d’abord noté @ au lieu de ¢¢ comme le montrent ses corrections.
57Voir la Figure 7ol z = setv = ¢.
58Voir la fin du paragraphe 4.



Sur le developpement des courbes 125

theoreme dont il s’agit dans ce sens; mais on* doit seulement regarder la cicloide**
comme |’assimptote des courbes formées par les developpement[s] successifs; et
I’essentiel consiste a faire voir comment ces courbes perdent peu a peu les proprietes
qu’elles tiennent de la premiere developpée, et s’approchent de plus en plus de la
nature de la cicloide. Pour cela il faut**' partir nécessairement de la premiere courbe,
et chercher la forme de toutes les courbes suivantes 2 1’infini ; montrer**'T ensuite
comment cette forme degenere peu a peu, et tend continuellement vers la cicloide;
c’est I’objet que je me suis proposé dans ce Memoire. J’ai cru que ce point d’analise
quoique de pure curiosité5? meritoit neanmoins d’etre eclairci davantage et que mes
recherches sur ce sujet pourroient meme avoir quelque utilité dans d’autres occasions.

1. Soit donc AM B (fig. 1) la courbe donnée qu’on suppose etre telle que les perpendi-
culaires AK et KB aux deux extremités A et B fassent entr’elles un angle droit AK B.
Qu’on imagine que cette courbe se developpe en allant de B vers A, ensorte qu’elle
engendre la courbe BC, qu’ensuite la courbe BC se developpe elle meme en sens
contraire, c’est a dire en allant de C vers B, de maniere qu’il en resulte la courbe CD ;
que celle-ci se developpe de meme en allant de D vers C, c’est a dire dans le meme
sens que la premiere courbe A B, et ainsi de suite a I’infini; il s’agit de prouver que
ces differentes courbes AB, BC,CD, DE, &c T s’approchent continuellement de la
cicloide qu’elle que soit d’ailleurs la nature de la premiere courbe A B.

Ly, 1

tae
T
#t done
11 eomment
59Poisson termine son exposition du résultat de Johann en écrivant : «Mais ces méthodes, dont il est
difficile d’apprécier le degré d’approximation, ne peuvent étre présentement que des objets de pure curiosité,
sur lgsquels il serait superflu d’insister davantage.» [17, p. 442]
ront
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126 J. L. LAGRANGE

2. Prenons dans la courbe AB un point quelconque M et menons de ce point la
perpendiculaire M L, et la tangente M N qui rencontre la courbe BC en N ; menons
de meme du point N la tangente N P qui rencontre la courbe CD en P et de ce point
P la tangente PQ qui rencontre la courbe DE en Q, et ainsi de suite ; et nommons les
arcs entiers AB, BC,CD, DE &ca,b,d’, b’, &c, et les parties AM,CN,CP, EQ
&c s,t,s',t’ &cetenfin ’angle ALM T, c’est a dire la courbure de I’arc AM, ¢.

Il est visible par la nature du developpement que la tangente M N sera egale a I’arc
developpé BM, et qu’elle sera en meme tems le rayon de la developpée de la courbe
BC au point N ; de meme la tangente N P sera egale a I’arc C N et sera en meme tems
le rayon de la developpée de la courbe C D, et ainsi des autres. De plus il est clair que les
courbes BC, CD &c seront toutes terminées par les deux droites paralleles AE, KD,
dont la premiere touche la courbe AB en A, et dont la seconde est perpendiculaire a la
meme courbe en B, et que ces memes droites seront aussi alternativement tangentes
et perpendiculaires aux courbes BC, CD &c; d’oil il s’ensuit que ¥ la courbure®® de
I’arc AM etant = ¢, celles des arcs CN, CP, EQ &c seront aussi chacunes egales a
@5l

Or on sait que le rayon de la developpée est egal a 1’element de I’arc divisé par
celui de** la courbure®? ; donc on aura MN = 5(; o L = df; P = d—g &c; mais
NM =BM =a—5,PN =CN =t, QP = DP = a’' — s’ &c. Donc on aura ces
equations

dt ds’ s 5 af ¢ dg”
a—§s=—, t=—, a -5 = —, I = — &C,
do do dyo do

lequelles donnent, en integrant, celles-ci

t=aqo—fsd<p, s’=[td<p, t’:a’w—[s’dw, s”:ft’dgo &ec,

c’est a dire

t=a<p—/sdg0 t'=dy j /dgofsdq)
2 /
s’=%—[dgo[sdgo S,,=a;p fdgo[dtpfdgo[sdqo
&c

1 quton-nomme-communement Lamplitude
i N .
60Lagrange n’utilise pas ce terme dans son acception actuelle. C’est ici pour lui I’angle entre les deux
normales & la courbe, comme il I’a précisé ci-dessus.
;;Voir la Figure 14 sur laquelle la «courbure» des trois premiers arcs est indiquée.
620n peut considérer infinitésimalement 1’accroissement d¢ comme un arc de cercle de rayon M N et
d’angle dg.
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Telles sont les equations entre les arcs ¢, s', ¢/, s” &c. des developpées successives et
les angles ¢ de la courbure de ces arcs; de sorte que si on vouloit qu'une quelconque
de ces developpées devint semblable a la premiere, il n’y auroit qu’a faire ¢, ou s/, ou
t' &c = ns, ce qui donneroit en differentiant, les equations

nds nd?s nd3s
%=a—s, ou 102 =a—s§, ou PP =-—a+s, ou &c
lesquelles sont toutes integrables par les methodes connues®3.

Lorsque la T premiere developpée A B est une cicloide, la seconde BC est aussi une
cicloide egale mais placée en sens contraire, et la troisieme CD est aussi une cicloide
egale et semblablement située 2 la premiére. On a donc pour'™ ce cas 3—;% =a-§,
dont I'integrale est s = a + f sing@ + g cos ¢ ; mais il faut que s et j—; soi[ent] nuls
au point A ou ¢ = 0,donc g = —a et f = 0%, donc s = a(l —cos¢); ce qui est
precisement 1’equation d’une cicloide®s ; d’otu I’on voit que cette courbe est la seule

qui satisfasse a la condition proposée.

3. Considerons maintenant les formules génerales qu’on vient de trouver et voyons
comment on en peut deduire la demonstration du theoreme proposé*. Pour cela je
remarque d’abord que par I’hypothese il faut que les arcs s, ¢, s/, t’, s” &c deviennent

nuls lorsque ¢ = 0, et qu’ils deviennent egaux a a, b, a’, b’, a” &c lorsque ¢ = 90°.

Donc

1°. il faudra que les integrales [sdg, [dy [sde, [de [dy [sde &c soient
toutes prises de maniere qu’elles soient nulles lorsque ¢ = 0. Donc si on denote T ces
integrales par'’ X/, X", & &c il faudra qu’en general = soit une telle fonction de
@ que l’on ait lorsque ¢ = 0,

axm d 2 »m dm—l »m

W = {J. dgoz =0 &cjuSQu’é _d(pT = [)Se,

2t =0

63Cette remarque fait allusion au mémoire d’Euler cité dans la note 53. Lagrange réutilise la notation n
d’Euler.

Teourbe-donnde4
1 dans
64Dans le cas traité ici, par le résultat de Huygens (voir le paragraphe 2), nous avons § = 8’ d’on ¢ = ‘é—g =

2
g—é et donc g—é = ng = a — §. La solution de cette équation différentielle est s = a + f sin@ + g cos¢.

Pouro =0,onas =0etdonc g = —a.Pour¢p = 0,onaaussit = g.'_s =0etdonc f =0.
6511 s’agit de I’équation de la longueur d’arc d’une cycloide. Nous avons montré (voir la fin du paragraphe
4) que, avec les notations de la Figure 10, s(x) = a sin(x) caractérise cette courbe. Ainsi, I’équation
t(x) = f(f s(§)d& = a(1 — cos(x)) la caractérise aussi.
+Lagrange écrit «c’est a dire» et recopie A nouveau les formules pour ¢, s/, ¢/, s”/ obtenues ci-dessus
avant de tout tracer.
TRature au contenu illisible.
IE

5 ’ m _ 2y m _ m=1sm
Puisque I’on a % =x" 1,%7,522— = "3, ..., dd(me =X

f.111v
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Et les equations de I’art. prec. deviendront
3

t=ap—Y t’=a’¢—%+2”’
2 )2 “ 4
il aga 174 " agﬂ CIQD iv
= % - - b3
YT S = T2a3at
&c
et en général
sn _ an—1¢2 B a""2g04 " an—3g06 ged a<p2” = 22n
2 2:3.4 2:3.4.5.6 2:3.4...2n
an—1¢3 an—zgos a¢)2n+l
t" = a0 — — &c + y2n+1
O3 Y325 T3 gt

les signes superieurs etant pour le cas ou n est [im]pair, et les inferieurs pour celui
ou n est [pair]; et les exposans de s, ¢ et £ ne denotant pas des puissances mais des
quantiemes.

2°.* Si on nomme p I’angle formé par les deux perpendiculaires 4K, KB aux deux
extremités A, B de la premiere courbe, angle qu’on suppose de 90° degrés et qu'on
designe par A’, A”, A" &c les valeurs de X/, X", X" &c lorsque ¢ = p, il faudra que
’on ait

3
ap
b = - A b =ao— —2— 4+ 4"
“p “P-33"
2 r.2 4
! ap 7" " ap ap iv
T = — A
75 =3 "23a"
&c
de sorte que 1’on aura en general
v—1 .2 v—2 4 v=3 .6 2v
i AR SRl /SR YR I TEL
2 2-3-4  2-3.4.5-6 2:3..-2v
& v—1,3 v—2.,5 2v+1
a_p a”"p ap 20+1
b* =a"p— — &c + A .
P T34 Tt
4, * Or en examinant les equations
a = ﬁ—A" a" = a”pz _ a’p4 4 aPG _ A
2 2 2:3:4  2-3.4-6
a" — a!pz o Clp4 + Aiv &c

2 2:3.4
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il est facile de voir que si on forme T la fraction

a—A"x2 + AVx* — AixS 4 &c

2 3 6
1_.'0_x2+ p x4._p—.

2 2:3.4 2:3...6

x6 + &c
et qu’on la developpe suivant les puissances de x, on aura une serie telle que
a+a'x®>+a"x* +a"x5%+ &ec.

2 2 4..4
Mais'" on sait que 1 — &= + £X- — &c est egale & cos px ; donc si on fait pour

conserver 1’analogie a = A on aura%’

A— A"x2 + AVx4 — AVix6 + &c
COS px

=a+ax2+a'x*+a"x% + &c.

On sait de plus¥ ques®

COs pX = (1 —xz)(l—g)(l_g)....;it

. ; — A" X2 AV 54— A .
ainsi**' on pourra resoudre la fraction 4=4 e o':;‘x X_—&C on une infinité de fractions

particulieres telles que 1_“xz + 1—ﬁ Z + 1_" % &c, et si on suppose pour abreger

A—A"x?% + AVx* — AVx% + &c = X,

on aura les valeurs des numerateurs «, B, y &c en mettant successivement dans

_—xz‘T——XC‘(’;;‘E les nombres 1, 3, 5, 7 &c a la place de x. Denotons par X/, X"/, XV &c les

1
ton

67Lagrange a observé que les égalités pour les longueurs d’arc des courbes de rang impair a’, a”’, a’”’ etc.

entrafnent

(1-2£ 4 g;;f—:—...)(a +a'x?+a’'x*+a"x5+..)
=A—A"x2 4+ A¥x* = AVx6 4 ... .

:t_}l . .
¢8Lagrange substitue px = %* dans I’égalité d’Euler cos x = l_[;i";l [1 - ;7(—%2_—175] (Introductio in
analysin infinitorum, § 158).
e g — /30— /55—
o Peertegred

f. 114r

f.114v
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valeurs de X qui repondentax = 1, 3,5 &c,et1’on aura, a cause de dcgi L = —psin px
et de p = 90°,%°
2X’ 22X XV 2Xvii
o = 5 ﬁ = — s ‘V = —, = — , &C'
P 3p Sp Tp
Donc on aura en géneral
2X’ 2X" 2XV
a+ alx2 k2 allx4 1+ alﬂx6 + &c = ] T 2 -+ =2 — &c.
p(l=x2)  3p(1—%)  5p(1— %
1 e . =t . %0
Or - =14 3 + &7 + 35 + &c. Donc™
2 XHI XV
a+ax*+a’x* +a"x% + & = —(X’ == + = &c)+
P
2 ) XIII XV 2
;(X —?+5—3—&C)x +
2 3 XII/ XV 4
;(X —3—5+5—5—&c)x + &c;

" v
Desorte qu’en comparant les termes on aura a = %(X F— XT A= X? i &c), g =

2(yr __ X" XV n_2(yr__ X" | X¥ <
F(X -3+ 55— &), d" = p(X 5 + 55 — &) et en géneral

2 X" X
a”z—(X’— + —&c).
p

2v+1 2v+1
5 5

5. Maintenant puisqu’on a’
X =A-x*4" +x*A" — &,

A, A", AY &c etant les valeurs de s, [do [sde, [de [de [de [sde &clorsque
¢ = p (art. 3), si on considere X comme une fonction de ¢ on aura en géneral™

X=s—xzquofsd(p+x4fd<pfd(pfd<pfsd<p—&c,

& 1-%) _ o3 y(—45) ok . .
On a, par exemple, X (x) - = = i + B8+ B + ... do0, parlarégle de Bernoulli-

_aZ 3
Hospital L o—2%—— | . —3etdoncfB = __2XG)

? cos pX lx=3= 32(—_psin,ox) |x —x(—psin px) |x=3.
70 agrange oublie les facteurs x2, x* dans le membre de droite du développement qui suit. Nous les
avons ajoutés.
+ £
7 Lagrange considére maintenant X' comme fonction de deux variables X (¢, x), sans changer de notation
puisque ci-dessus X = X(p,x) = A — x2A” + x* AV — . ...
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donc en differentiant deux fois en prenant ¢ variable et x constant on aura

d?(X —
"X —s) =—x2s+x4/d¢/sd<p—&c= —x*X;
dy?
donc faisant X —s = £ ce qui donne X = & + s, on aura I’équation
d?¢
2dy? +&+5=0

dont I'integrale est”?
£ = cosx(pfssinxgo ~xde — sinx<p/s cosxp-xde

oubien acause de? [ ssinx¢g-xdg = —scosxg + [cosxgdset [scosxg-xdp =
ssinxg — [sinxgds,

£ = —s+cosx<pfcosxgods —i—sinxqojsinxgods;

donc
X = cosx(p[cosxgo ds + sinxgafsinxgo ds;
mais lorsque ¢ = 0 il faut que 'onait X = s = 0, et ‘é—}; = 5%74; donc il faudra que

les integrales [ cos x¢ ds et [ sinx¢ ds soient prises ensorte qu’elles soient nulles
lorsque ¢ = 0.

Faisons maintenant ¢ = p, et x = 1, 3, 5 &c et I’on aura les valeurs de X', X",
XV &c; de sorte que comme cosp = 0, cos3p =0, cos5p0 =0 &c et sinp =1,
sin3p = —1, sin 5p = 1 &c on aura

X’=fsin<pds, X”’=—fsin3<pds, X"=fsin5gods, &c

ces integrales etant prises de maniere qu’elles soient nulles lorsque ¢ = 0, et ensuite ¢
y etant fait = p.

7211 s’agit de résoudre I’équation différentielle linéaire £”(¢) + x2£(p) = —x2s(@). La solution
générale est donnée par (voir la note 80)

E(p) = (H + J§ xs(¢t)sin(xt) dt) cos(xg) + (K — [ xs(t) cos(xt) dt)sin(xp), H,K €R.

Pour¢ =0,ona X =5 =0dot § = 0etdonc H = 0. Puisque %(O) = g—;(O) etX =&+ s5,0na
%(0) = 0 et cette condition entraine KX = 0.
Lagrange intégre par parties [ 5(¢) sin(x@)x do, [ s(¢) cos(x@)x dg et note ds pour g—; de.
0Ona X(0,x) =s5(0) =0et %‘L‘;‘){l((}) = 5—;(0)-

f. 116r
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Ainsi il n’y aura qu’a substituer ces valeurs dans les expressions de a, a’, a” &c a®
de l’art. 4.

6. Si on vouloit avoir de la meme maniere les valeurs des quantités b, b’, b” &c il
n’y auroit qu’a considerer dans la fig. 1 la courbe BC a la place de la courbe AB7,
et nommant les arcs BM = o, BN =1, DP =o', DQ = v’ &c et I’angle compris
entre les lignes LM et KB = v, ensorte que ¥ = 90° —@p,0=a—5§,T=b—1t,
o' =a’ — s’ &c, on aura comme dans I’art.2, MN = a’w’ NP = ‘é‘;’p, PO = ‘fifp &e,
ensuite NM = o, NP =b—1, PQ = ¢’ &c; T donc

dt do’ dt’ , do” ;

!! O! l! b E, Z: O‘! ZZ t, [9 &C,

= [oay v - [av [av [oay
a’=b¢—fd¢fadw o—bW—%+fdw[ded¢fadw
&c.

Denotons par B, B”, B &c les valeurs des integrales [o dy, [dy [dy [ody,
[dy [dy [dy [dy [ody &clorsque = p, chaque integration etant faite de
maniere que 1’integrale soit nulle lorsque ¥ = 0, et ’on aura en faisant ¢y = p ce qui
rendt =b, 7' =b", 1" =b" &

bpo*  bpt ,
b=B b= —— - BY
2 2-3-4+
bp2 bupz blp4 bp6 .
py=__pg" p" = . — M
2 2 2-3-4+2-3---6
&ec.

Donc en traitant ces formules d’une maniere semblable a celles de 1’art. prec.”, on
trouvera que si 1’on fait

B_B/IyZ + Bivy4___BViy6 +&C = ¥

et qu'on nomme Y’, Y", YV &c les valeurs de Y qui repondenta y = 1, 3, 5 &c on

’ ~3 )
“ 3 a2 3 2a3 5
C’est-a-dire considérer que la courbe BC avec la longueur d’arc BN = (i) (voir Fig. 14) est la

premiére courbe.
eilonuss
7611 s’agit en fait de "article 4.
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aura

24, F¥
b* = E(Y ~ 32041 T 520

Ensuite on trouvera aussi que les valeurs de Y’, Y, YV &c seront”

- &c).

Y’=fosin¢d¢, Y”’=—fosin31,1/d1/f, Y"=[osin5§1/d1,0, &c

ces integrales etant prises ensorte qu’elles soient nulles lorsque ¢ = 0, et qu’elles
soient complettes lorsque ¥ = p.

7. Reprenons maintenant les expressions de s” et de ¢” de I’art. 3 et substituons ala  f.119r
place de a", a1, &c les valeurs' tirées des formules de 1’art. 4; on aura en ordonnant
les termes par rapport aux quantités X', X, XV &c

le g02 (p4 (pG (pZI’l
n_ 22 (2 _ _& i—m)
= (2 234 236 “°FT73...m
2Xﬂ/ 902 q04 g02n
. - & :I:—)
3p (2.32”—2 2.3.4.32"—4+ - 2.3...2n
2XV (p2 (P4 (02"
- & ﬂ:——)
T 50 (2-s2n-2 2.3.4.5m4 T CE TR,
— &c F T?*,
[et] f.119v
2Xr (P3 (pS ¢2n+1
= - - &
P ("’ 23 2.3.4.5 C$2-3---2n+1)
~ ZX’”( ) B (P3 M ¢5 _&C:F (P2"+1 )
3p \321  2.3.32n-2 ' 3.3...5.32n—4 2. 2n+1
2XVY 3 5 2n+1
+ (- T 7 — & F )
5p \521  2.3.52n-2 ' ).3...4.5.52n4 5.3 mdA & 1
— &c + £t

77Lagrange transforme ici les intégrales obtenues de maniére identique a celles de I’art. 4

Y’=/sin1/tdt, Y’”=—fsin31lrd1:, Y"=fsin51/fd'c,

P _d_r
en utilisant o = v

T raq
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Soit en général™

2 4 6 2n
¢ ¢ ¢ ¢
_ &t — =
2pn2  2.3.4-p2nd 13366 CCT 3300, Y
3 5 2n+1
in— (P2—2+ . 3 & F £ =z
P2 2.3.p2n2 ' 3.3.4.5.p2n—4 ToBani 4 1

les signes superieurs etant pour le cas ou # est impair, et les [signes] inferieurs pour
celui ou n [est] pair; T on trouvera en differentiant

dw 5
ke o
do ~ P (Z 23w :2n+1

%_pZn

(p2n+1 ) dz 1

—_1 _dz, 79
doncw—p2n dw,etdela

d2z p2n+1
el n =0,
p2d<p2+z 2:3--2n+1
équation dont I’integrale est?°
2n+1 2n+1
Jo*sinppdey J¢*" " cos ppdy
= H + ) — sin (K + ),
: COSW( 2.3 2n +1 B 2.3 2n+1

H et K etant deux constantes arbitraires. Or en faisant ¢ = Oonaw =0etz = 0;
donc g—; = p% ; par consequent si on suppose que les integrales [ ¢*"*!sin pp dg,
et [ ¢?"*1cos py dy soient prises de maniere qu’elles soient nulles lorsque ¢ = 0,

78La notation de Lagrange ne met pas en évidence la dépendanceen p = 1,3,5,...nien ¢, nienn.

T onaura

70On a donc g,% = et

80]] 5’ agit de résoudre 1’équation différentielle linéaire z” (¢) + p?z (¢) = F p? f (@) ennotant f(p) =
%. La solution générale de I’équation homogene est z = H cos(p@) + K sin(pe). Pour trouver une
solution particuliere, Lagrange utilise sa méthode de la variation des constantes. En cherchant une solution sous
la forme z = H (¢) cos(pe) + K (@) sin(pe) et en supposant H’ (@) cos(pe) + K’ (@) sin(pe) =0
pour simplifier les calculs, nous sommes conduits 2 I’égalité —pH’(¢) sin(p@) + pK’(¢) cos(pp) =
F p2 f(¢). Il faut donc résoudre

( cos(pg) sin(pg) )(H ’(fp)) _ ( 0
—psin(pp) pcos(pe) ]\ K'(9) ) — \Fp%fle))’
ce qui livre

(H’(fp)) _ (COS(pqo) —sin(pca)/p) ( 0 ) _ (ipf (@) sin(pco))

K'(p) sin(pg)  cos(pe)/p ) \Fp*f(p) Frf(@)cos(pyp) )

Ainsi, la solution générale est donnée par

z(p) = (H £ f(;p pf@t)sin(pt) dt)cos(pg) + (K F IS pf @) cos(pt) dt)sin(pp), H,K €R.

Observons qu’il manque un facteur p chez Lagrange. Toutefois, celui-ci n’a pas d’influence sur la suite de
I’argumentation.
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onaura H = 0et —pK = P—;; ;dou K = —1)2%; de sorte que la valeur complette f.120v
de z sera®

2n+1 2n+1

sin pg L Cos pefe sin podo —sinpy [ ¢
p2ntl 2:3-4..-2n+1

de la, a cause de w = plﬁ - 3—;, on auras?

cos ppdy

2n+1 2n+1

cos pe dy

w_l—cospcpi sin pg [ ¢ sin pp dg 4+ cos py [ ¢
=T pon p 2.3-4-2n+1

Donc si on fait pour abreger

2n+1 2n+1

sin pp dg + cos py [ ¢ cos pp dg
2:3:4...2n+1
sin po de —sin py [ ¢
2:-3:4.--2n+1
(les exposans de @ et de W ne denotant pas des puissances mais des quantiemes ainsi
que ceux de s, ¢, et X) on aura en general®3

§" = % (X’(l —cosp + @) - X"’(—1 ;;fff‘” +0”)

sin pg [ ¢

PF =

2n+1 2n+1

cos pg [ ¢ cos podo

WP =

1 —cos5¢ on
+XV(W =+ (Dv) —&C) + 2

[et] f.121r

tﬂ — %(X,(Sinfp + \IJI) _ X”,(Sin3¢ _|_ \IJ,”)

32n +2

v sinS(p v 2n+1
+ X (52n+2+\P)—&c):i:E” .

8. Toute la difficulté se reduit maintenant &' faire voir que lorsque n = oc les équations
precedentes’’ deviennent necessairement? celle de la cicloide ordinaire.

81 Lagrange utilise la condition z(0) = 0 pour obtenir H = 0 et la condition z’(0) = 1/p?" pour
déduire que K = —1/p3"+1,
82Syr le manuscrit de Lagrange, le premier terme est 1;“5’:“’ . Nous I’avons corrigé.
830Onadonc wy,, p (@) = IL;’SZ(,,"—‘Q + pdPetz, p(@) = %2%,"1—) £ W7 Dans les deux lignes suivantes,
Lagrange ne tient plus compte des signes = et oublie de diviser les termes W7 par p.
VI sagit & present-de
$hppalatoant
+Rature au contenu illisible.
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Pour cela nous remarquerons
1°. Que puisque** les quantités ¥, £”, £ &c sont egales a [ sdy, [de [sdy,
[de [de [sde &c (en prenant ces integrales ensorte qu’elles soient nulles lorsque
¢ = 0) et que la plus grande valeur de s est a, il s’ensuit que ces quantités seront
necessairement moindres que [ady, [de [ady, [de [de [adp &cc’est adire
que ag, 22, >3 &c desorte que 2" sera < 2‘_‘3"??; et par consequent, a plus forte
raison (& cause que p est la plus grande valeur de ¢) < 2—“3% ; donc aussi (a cause que

p < 2)84

a2?n - 2a
2-3---2n 1.1+ 1.2.24 L0007

5

Or il est clair qu'on peut prendre 7 si grand que le produit (1 4+ 2)(2)(2 + 3) -+ - (1)
surpasse toute quantité donnée ; donc en supposant n = 00, on aura necessairement
Y27 = (; et par consequent aussi 2" *! = 0; de sorte que les termes 27, et X271
disparoitront des valeurs de s”, et ¢", apres un nombre infini de developpemens.

2°. Comme sin pg, et cos pg sont toujours renfermés entre les limites 41 et —1 il est
clair que [ ¢?"*lsin pp do, et [ p?"+!

les limites £t ot —€212 . d’oh il est facile d 1 1
entre les lmlteS n+2 et — n¥3 ou 1l est tacile de conclure que €S quantltes

cos py dg seront toujours aussi renfermés

sin pg f @*"*Lsin po dg + cos pe [ 0" tlcos ppdyp, et

2n+1

cos py f @*" T sin pp dp — sin pe [ @ cos po dg

2¢2n+2 _zw— p
=T Bl = 2 donc les quantites ®7,

. 5 .. p2nt2 p2n+2
et WP seront toujours renfermées entre ces limites 37— et —375, 77 donc a

cause que la plus grande valeur de ¢ est p < 2 les quantites dont il s’agit seront aussi
renfermées entre ces deux autres limites®*

1 1
et - .
1 1 2 1 1

5.1.1_*_52.”.{..1 5.1.1+5n+1

seront renfermées entre ces limites-ci

Or il est clair qu’on peut prendre n si grand que ces deux limites deviennent aussi
petites que ’on voudra; donc en faisant n = oo les quantités ®7, et ¥? deviendront
toujours nulles.

3°. Enfin il est visible que lorsque n = oo les quantités Sg‘,,i“; , et l;ch’ﬁﬁ“’ seront aussi

nulles ; desorte que comme les quantités X', X", XV &c sont d’ailleurs toujours finies

reomme

841 a seconde majoration est en fait une égalité.

22n+2 _ 2,22n+2 2
4-2n+2 T 1234-2n+2 T L-(1+4)2-n+1"

8] e numérateur doit étre 2 car 3
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(ces quantités n’etant jamais plus grandes que a), il s’ensuit que lorsque n = oo les
valeurs de s”, et de t" se reduiront toujours a celles-ci®é

2X' 2X'

"=—(—-cosp) et t"= sin @.
P p

S

9. Donc si (fig. 2) 1 Z est la derniere®” des courbes CD, EF &c (fig. 1) dont la position
est semblable a celle de la premiere courbe A B, et que Z X soit la courbe produite par
le developpement de la courbe /Z ; qu’on nomme 1’arc Ju = w, I’angle I xu formé
par les perpendiculaires en / et u = @, ’arc Xy intercepté entre les tangentes / X, et
uy alacourbe I Z = z desorte que I’amplitude de 1’arc z soit egale a celle de I’arc w,
c’est a dire = @, on aura pour la nature de ces deux courbes les équations

2X’ 2X' .
w = —(1-cosg), z = —sing,
p p

X' etant une constante egale 2 la valeur de [ sin ¢ ds lorsque ¢ = p = 90°.

Or il est facile de voir par ces equations que les courbes I Z et ZX ne sont autre
chose que deux demi cicloides egales et decrites sur les bases /Y, V Z par des cercles
egaux dont le diametre soit = £

Ainsi le theoreme de M. Bernoulli est demontré dans toute sa généralité et avec
toute la rigueur qu’on puisse desirer.

T v X

(o O/j.n_
J

y =z

86Lagrange n’utilise pas la notation §°°, t°° qui serait ici utile pour distinguer ces expressions de celles
de I'art. 7.

87Lagrange utilise ici une expression dont il a lui-méme fait une mise en garde au sujet de son usage en
introduction.

f.123v

f.124r
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10. Si la premiere courbe A B est un quart de cercle dont le rayon soit 7, on aura s = r¢
donc sing ds = r sin ¢ d ¢, et integrant de maniere que 1’integrale s’evanouisse lorsque
¢ =0, r(1 —cos @) ; donc faisant ¢ = p, on aura X’ = r; desorte que la cicloide qui
resultera du developpement de ce cercle continué a I’infini aura pour cercle génerateur
un cercle dont le diametre sera % ; ¢’est le cas que M. Bernoulli a examiné. Comme M.
Bernoulli a tiré de cette consideration des approximations pour la valeur de I’arc de
90° degre il est bon d’examiner quel est le degre d’exactitude de ces approximationss8.

Le procedé de M. Bernoulli consiste a chercher par des formules analogues a
celles de ’art. 2 les valeurs de b, a’, b’, a” &c en a TT; c’est a dire les longueurs des
courbes BC, CD, &c par celle de la premiere courbe A B ; ensuite M. Bernoulli egale
successivement entr’elles les quantités a et b, b et @’, a’ et b’ &c comme si les courbes
AB, BC, CD &c etoient des cicloides, et il tire des ces egalités un suite de valeurs de
a qui sont alternativement plus grandes et plus petites que la vraie valeur de a, mais
qui en approchent de plus en plus.

Or, en faisant pour plus de simplicité r = 1, on a s = ¢, donc a = p; donc
Y= [sde= “;—2, %" = #= &c et par consequent A’ = é, A" = % &c donc

_ r_ ap® _ p?
a = p a = 5 T 23
2 3 4
p ,ap p
b= ap—— b'= a'p—
= P33 234
&c
d’ou 'on tire L6
a= p a" = 5343
_ 2 " _ 61 .6
b= & b" = 33458P
a = 2:.2_3193 a¥ = 2_237:,2_7137
5 4
b, = mp &C.

Donc egalant successivement ces valeurs on aura

Teontin
88Voir la note 59.
Tt Rature au contenu illisible.
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a=b donne p=2 tropgrande
b=ad p= % trop petite
@' =W = % trop grande
b'=aq” p =2 trop petite
&c &c

(voyez la page 107 du tome IV des oeuvres de M. Bernoulli).

11. Pour apprecier maintenant I’exactitude de ces differentes approximations, nous
remarquerons que par les formules de 1’art. 4%° ona(acausede s = @) X' =1—cosp = f.126r
1 (en faisant¢ = p), X = —3, X" = 1 &c donc on aura dans le cas present en general

2

1 1
vo__
@ = ;(1 + 32042 + 52v+2 + &C)'

De meme par les formules de I’art. 5% on aura (a cause de 0 = )

Y’=[sin1//-1,bd1ﬁ=—wc051/f+[c051//d¢=—1//c051/f+sin1//= 1,
en faisant ¥ = p; de meme

Y”’=—[sin31//-1/fd1//=m-%[cos3w&p= wCO;3¢ - sir;jw =31_2

lorsque ¥ = p; et ainsi de suite ; donc’ en general

2 1 1
v o_
b* = ;(1 o 32v+3 i 52v+3 _&C)'

Supposons maintenant que les valeurs de a”, et de bV tirées des formules de I’art. prec. f.126v
soient representées par

v Pvp2v+1, — Qv 2v+42

P?, et QV etant des coeficiens numeriques ; et la comparaison des quantités a?, et h?
donnera®

pv
P = a
8171 s’agit en fait des articles 4 et 5.
9071 s’agit en fait de I’article 6.
T onaura
9Lagrange va observer que (21;2:):11)' / (f,fr;), Z (ce qui découle de E, ~ 2(%)n+1n!, voir par

exemple [9, éq. (33)]).
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Or par les formules precedentes on a

pUptl = 2(1 4 1
o

32v+2

+ i &C),

52v+2

2 1 1
v 2v+2
Q p " = ;(1 " 32043 T 50043 _&C)

donc divisant 1’une de ces expressions par I’autre il viendra

_Q_v_p . 1 - 32111+3 + 521;1+3 —&c
pv 1+ 3zvl+2 + 52v1+2 + &c

d’ou I'on tire que

1 1
PV 1—m + s — &¢

Qv1+ 321;1+2 = 521)1—|—2 + &c’

0

Donc pour! corriger la valeur de p tirée de la comparaison des quantités a?, et b 11 il
faudra la multiplier encore par

1 1

l -t —&C
1 1

1+ sz + sz T &¢

et comme? cette quantité est evidemment < 1 il est clair que la valeur g—z ** sera plus
grande que la veritable ; on voit aussi que plus v sera grand plus la quantité dont il
s’agit approchera de 1’unité, et par consequent aussi la valeur —}QD—U,)— approchera de la
veritable valeur de p.

Si on compare maintenant les quantités bV et "1, on aura p = ﬁ%. Or

2 1 1
v+1 2043 _
PYT T = _(1 + 32v+4 + 520+4 + &C)’

Jo
2 1 1
v 2042 __ s
Q%p = ;(1 ~ 32013 T 52043 &C)
donc
petlg _ 1+ 32vl+4 + 521)1+4 + &c
Qv - 32vl+3 + 521;1+3 —&ec
d’ou

% 1+ 321)I+4 + 521;1+4 + &c
- puvt+l 1—

P

1 1 '
32v+3 + 52v+3 - &C

f.12¢r Donc pour corriger la valeur de p tirée de la comparaison des quantités b¥ et a¥*?, il

teme
1 deviennecxacte
i

*¥Ratures au contenu illisible.
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faudra la multiplier par

1+ 32v1+4 T 52vl+4 + &c

1 1
l -+ s — &

Cette quantité est evidemment > 1; donc la valeur % sera moindre que la vraye

valeur de p; mais plus v sera grand, plus aussi la quantité dont il s’agit approchera
v

d’etre = 1; et par consequent la valeur F%r_l approchera aussi de la veritable valeur

de p.

12. Si ’amplitude p de I’arc de courbe A B au lieu d’etre de 90° degrés, comme nous f.128v
1’avons supposé avec M. Bernoulli, avoit une autre valeur quelconque, alors il faudroit
faire quelque changement aux formules que nous venons de trouver.
Et d’abord pour ce qui est de celles de I’art. 3, elles demeureroient les memes;
mais dans celles de I’art. 4 il faudroit remarquer

1°. Que cos px est en general (en nommant D 1’angle de 90° degrés)®?

242 2.2 2.2
(-5 e~ )

de sorte qu’il faudra mettre % a la place de x.

2°. Qu’a cause que p n’est plus = 90°, on aura en géneral®? f.129r
2X’ 2X" 2X"
o«=—-, =— y=—> &c
psinp 3psin3p S5psin5p

D’oti il s’ensuit qu’en considerant les memes expressions de X/, X"/, XV &c on aura
dans le cas present

v

2p2v XI Xm XV
“ (

- &c).
pD2v \gin p W 32v+lgin 3p T 52v+1gin 5p T C)

3°. Qu’on aura aussi en géneral comme dans I’art. 5

X = cosx(pfcosxqa ds + sinx(p[sinxqo ds;

.r
92]agrange note maintenant D = /2, suppose p # 7/2 et substitue px dans I’expression cos x =

2
[Th=i[1- (pE=5)"]
93Voir la note 69.
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d’ou’?, en faisant ¢ = p, x = 1, 3, 5 &c,
X" = cospfcosgods-l—sinpfsincpds
= cos3pfcos3<pds+sin3pfsin3gods
XV =cosSp[cosSqods+sin5pfsin5<pds
&ec.

4°. De meme dans les formules de 1’art. 6 on auroit & la place des valeurs de b", et de

f.129v
Y, Y", &c que nous avons trouvées, celles-ci
2 2v Y’ YH/ YV
pv = P - : - , + &c
pD2V \sinp = 32*Tlgin3p  52vtlsin5p
et
Y’=cosp/cos¢ds—|—sinpfsin¢ds
¥ = cos3p[cos 3y ds +sin3pfsin3w ds
= cosSp[cosSwds +sin5pfsin51//ds
&ec.
f.13or 5°. Les expressions de s” et de ¢"* de I’art. 7 deviendroient donc dans le cas présent
2X’ 2n—2 ,2 2n—4 4 2n
Snz_(p w_p<p+&ci_<p_)
psinp\2D2n=2  2.3.4p2n—4 2.3.--2n
2X" 2n—2.:-9. 2n—4 .4 2n
+'(pfp_p¢+&ci¢))
3psin3p\2(3D)?7=2  2.3.4(3D)n4 2:3...2n
oxv 2n—-2 .2 2n—4 .4 2n
P A Y i A i
5psin5p \2(5D)2"=2  2.3.4(5D)2n—4 2.3...2n
+ &cF X"
f.130v et
s

94 agrange écrit X’ partout. Nous avons corrigé.
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2n—2..3 2n+1

o 2X (pz"fp_ L N O )
psinp\ D27 2.3D2n—2 2-3.--2n+1
2X" ( p2n§0 p2n—~2§03 g02n+1 )

- &
T 3psm3p\GD)  2-33D)2 T T 33 a1
2XV ( p2n¢ p2n—2(p3 n . = 992"+1 )

T 5psin5p \(5D)2"  2.3(5D)2n2 2-3---2n + 1
+ &c + ¥l

et par des procedés semblables a ceux’ du meme article 6, se reduiroient ensuite a
celles-ci (en faisant &7 = ) f.131r

2, X' @ X" ,1—cos 3¢ "
B ((]1- Cygp2n 4 £ Py X
= ,o(sinp((1 B8 o+ 71'2) + sin3p( 3znHl " * nz)
XY ,1—cos22 5 v on

( 52H+1”n"+;)+&c)¥2

4 sin 5p

2, X! o’ X" ,sin 3¢ w"
M= _( ity B 2L, 7 ( x_ . 2n+1 __)
sinp( ™ Y /1 )+ sin 3p \32%T2 & 4

XV sin WY
— == — & ) + ¥2"
sinS;o(SZ"'*'ZTr + i1 ) T &e

dans lesquelles je suppose en général f.131v

PO [ 2n+1 i PO Pe [ 2n+1 )
q)p_:sm%fga" sin 22 dg + cos 22 [ p*" cos-‘;t—dqo,
2.3 4. 2n+1
cos 22 [ " *1sin 2L do — sin 2L [ 2+ cos B2 dy

ST [F N e

UP =

13. Maintenant il est facile de prouver' par des raisonnemens analogues 2 ceux de 1’art. 8
qu’en supposant n = oo les expressions de s”, et de £ se reduiront necessairement a

celles-ci

2X' 72" X tntl
5T = - (l—cos Ee—), t" = ——— sin —
psin p 7/ psin p b4
desorte que les courbes / Z et ZX de I’art. 8 seront exprimées dans le cas présent par
les équations f.132r
+ .
11 en-suppesanten-général

TRatures au contenu illisible.
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2X/p2n-1 D 2X/! %0 D
= P 1 —cos _qo), P sin L4

= — z = .
Y=o sin p ( 0 D2n+1ginp 0

Or ces equations expriment toujours des cicloides decrites par la rotation d’un cercle
sur la peripherie d’un autre cercle immobile. En effet en nommant R le rayon du cercle
immobile, 7 celui du cercle mobile, s I’arc de cicloide dont ’amplitude est ¢, on aura
pour I’equation de la cicloide

dr(r + R) . Ry
5 = sin
R 2r + R

si ’arc s est pris depuis le sommet de la cicloide ; ou

Szfl"(r_+R_>(1_cos Ry )
R 2r + R

si I’arc s est pris depuis le point qui est a 90° d’amplitude du sommet.
Comparant donc ces formules avec les precedentes on aura

4r(r + R) _ 2X'p*~! R D

R ~ D2sinp’ 27+ R p’

d’ou en faisant pour abreger & = A, on tire

X’}Lz”“ 2xl12n+2
= ;= .
g (1 + A)psinp (1 —A2)psinp

Ainsi on connoitra les rayons des cercles génerateurs.

Au reste en supposant 7 = 00, il est clair que A?” sera une quantité infiniment
petite ou infiniment grande suivant que A sera < ou > 1, ¢’est a dire suivant que I’angle
p que forment les perpendiculaires menées aux extremités de la premiere courbe sera
plus petit ou plus grand que p’ = 90°. Donc' dans le premier cas les rayons des cercles
generateurs seront infiniment petits, et dans le second ils seront infiniment grands ;
d’ou il est aisé de conclure que les dernieres courbes resultantes d’un nombre infini
de developpemens se reduiront dans le premier cas a un point, et dans le second a des
lignes droites. Ainsi il n’y a a proprement parler que le cas ou 1’angle dont il s’agit est
droit dans lequel les developpées® se transforment en cicloides.

(Regu le 4 novembre 2019)

Dot
950n les appelle aujourd’hui «développantes».
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