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Sur la théorie d’Ahlfors des surfaces

Julien DuvaLrL*

Abstract. On revisite la théorie d’Ahlfors de recouvrement des surfaces a 1’aide du théoreme
de Stokes
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Contexte. On présente la théorie d’Ahlfors (voir par exemple [Th], [Ne]) de
maniere asymptotique. C’est sa forme utile et les formules sont plus simples.
Pour des rappels sur les surfaces de Riemann on renvoie a [Re].

Soit f, : ¥, — ¥ une suite d’applications holomorphes non constantes entre
deux surfaces de Riemann compactes connexes X, (avec bord) et X (sans bord).
On munit ¥ d’une métrique d’aire totale 1 qui induit via f,, une pseudométrique
sur X,. Dans la suite on suppose que la longueur , du bord de X, devient
négligeable devant son aire a,.

Hypothese. [, = o(a,).

On note < ou ~ une inégalité ou égalité a o(a,) pres.

En conséquence, si 6 est une 2-forme sur ¥ d’intégrale 1 alors on S50 ~ay,.
En effet 6 est cohomologue a la forme d’aire w, donc § —w = dua et par le
théoréme de Stokes [y [0 —an = [y5 [, o qui est contrdlée par I,. Une autre
maniere d’écrire ceci est [y dn,0 ~ a, ol d,(p) est le nombre de points dans
S ')

Dans ce contexte la théorie d’Ahlfors dit que f, se comporte presque comme
un revétement ramifié de degré a,. On a une inégalité de Riemann-Hurwitz sur
les caractéristiques d’Euler.

* Lauteur remercie chaleureusement A. Eremenko pour ses remarques sur une version préliminaire
de ce texte.
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Inégalité asymptotique. x(Z,) < a,x(X2).

Une version relative de cette inégalit¢é donne le théoreme des iles, qui est
le pendant géométrique de la théorie de Nevanlinna de distribution des valeurs.
On suppose ici que X, est un disque et X la sphere de Riemann. Fixons trois
disques topologiques disjoints dans X et appelons ile toute composante connexe
de la préimage par f, d’un de ces disques sur laquelle f, est propre. Soit i,
le nombre total d’iles au-dessus des disques.

Théoréme des iles. i, = a,.

En particulier une telle suite ne peut éviter trois points distincts. Par un
argument longueur-aire (voir plus bas) Ahlfors en déduit le théoreme de Picard,
I’absence d’application enticre non constante a valeurs dans la sphere de Riemann
privée de trois points. De la méme maniere 1'inégalité asymptotique donne
I’absence d’application entiere non constante a valeurs dans ¥ si y(X) < 0.

On va voir que ces deux résultats proviennent du fait que f, se comporte
vraiment comme un revétement non ramifié de degré a, au-dessus d’un graphe

[' dans X, quitte a le perturber un peu.

Egalité asymptotique. y( /7' (I")) ~ a, x(I).

Ici ' est une réunion finie d’arcs y se coupant transversalement. La
perturbation (dépendant de n) s’obtient en déplacant un peu les arcs parallelement
a eux-mémes. La préimage f, !(y) d’un arc évitant les valeurs critiques de f;
se scinde en hons arcs (ceux se projetant homéomorphiquement via f, sur y) et
en mauvais arcs (ceux rencontrant le bord 0%, ). L'égalité asymptotique résulte
du fait suivant.

Fait. Aprés perturbation f,'(y) contient ~ a, bons arcs et o(a,) mauvais
arcs.

Pour ceci paramétrons un voisinage de y par un rectangle fin horizontal R
du plan. Les perturbations de y apparaissent comme des segments horizontaux
y: = m1(t) ol m est la projection sur I’axe vertical. Le nombre de mauvais
arcs au-dessus de y; est estimé par le nombre de points de f,(0%,) dans y;.
Or [card(f,(0Z,) N yy)dt = long(w(f,(0X,) N R)) ot la longueur est comptée
avec multiplicité. Cette intégrale est donc contrdlée par /, et on peut trouver une
perturbation y;, avec o(a,) mauvais arcs. Par le lemme de Sard on peut méme
supposer y;, transverse a f,(0%,).

Regardons les bons arcs au-dessus de 1y, . Rappelons que d,(p) =
card( f,71(p)). Soit B une 1-forme a support compact dans R ne dépendant que
de la variable horizontale et d’intégrale 1 sur y,. On va voir que f)’rn dyp ~ ay, .
Cela suffit car ainsi d, 2 a, en un point de y;, . Les mauvais arcs étant peu
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nombreux, on a donc 2 a, bons arcs au-dessus de y,, , puis ~ a, par 'estimée
intégrale. Montrons-la. Soit 6(¢#) une fonction positive ou nulle d’intégrale 1 a
support compact et §, = %8 o he I’approximation de I’unité correspondante en ¢,
(he est la dilatation centrée en f, de rapport %). On a B Abdt —w = dae ol
ae est une 1-forme uniformément bornée. Par exemple o = o + (¢ — P o he)p
oll ¢ est une primitive de § et da = B A8dt —w. Donc [(f, dnp)Scdt —ay
est controlée uniformément par /,. Comme ¢t — fyt dup est continue en ¢, (par
transversalit€ de y;, au bord), I’estimée s’obtient par passage a la limite en e.
Ceci entraine I’égalité asymptotique. Par le fait il suffit de voir que y(I',) ~
any(T') si T, sobtient de f,"'(I) en supprimant les mauvais arcs (aprés
perturbation). Maintenant y(I') = ¢ — v ol e est le nombre d’arcs et v le
nombre d’intersections dans I'. Le nombre d’arcs de I, est ~ aye. De plus
chaque intersection p de deux arcs y,y’ de I' produit ~ a, intersections dans
[,. En effet il y a ~ 24, bons arcs au-dessus de y et y’ mais seulement ~ a,

points au-dessus de p. Donc y(T';) ~ an(e —v) = a, y(T').

Pour le théoréme des iles. Voici comment le déduire. On place un graphe
I' en forme de figure huit dans la sphére de Riemann de sorte que chacune
des composantes connexes du complémentaire de I' contienne un des disques
topologiques. Par 1’égalité asymptotique (notations ci-dessus) y(I',) ~ —a, car
x(I') = —1. Le complémentaire de [, dans le disque X, consiste en une
composante connexe Cy touchant le bord et un certain nombre de composantes
connexes C a l'intérieur de X, . Nécessairement y(Cp) <0 et y(C) <1 car Cy
a au moins deux composantes de bord et C une. Par ailleurs, par construction
chaque composante C contient une ile. En effet f,(dC) C I', donc f,(C) couvre
une composante du complémentaire de I' par le principe du maximum. L’égalité
en caractéristique d’Euler y(Z,) = x(Co)+ x(Tn)+>_ x(C) donne 1 < —ay, +iy,.

Pour l’inégalité asymptotique. Elle suit le méme schéma. On prend pour I
une dissection de X, i.e. un bouquet de 2g cercles (si g est le genre de X)
dont le complémentaire est un disque topologique. On a x(X¥) = x(I') + 1. On
construit I',, les composantes Cy touchant 0%, et C comme plus haut. Par
I’égalité asymptotique x(I'y) ~ a, x(I'). Par ailleurs le nombre de composantes
C est au plus a,. En effet une telle composante se projette proprement sur le
disque donc [ f,fw = deg(fulc) = 1. L'égalité en caractéristique d’Euler donne

X(Zn) < x(Tn) + 2 x(C) Sanx(T) +ap = apx(X).

Ramifications. On peut y ajouter un terme de ramification. La formule de
Riemann-Hurwitz pour f,|c donne y(C) + ram( f,|c) = deg(f.|c). Soit r, =
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> ram( f,|c). C’est la ramification significative, celle loin du bord 0%, . Comme
plus haut Y deg(fulc) <an. Donc x(X,) +ry S any(2).

Argument longueur-aire. Rappelons au passage comment une application enticre
non constante f: C — X produit une suite de disques concentriques dans C
satisfaisant I’hypothese. On note h|dz| la pseudométrique induite par f sur C,
a(r) l'aire du disque centré en O de rayon r et [(r) la longueur de son bord.
En coordonnées polaires a’ = [Z” h?rdf et | = [Z” hrd#. Par Cauchy—Schwarz
[2 < 27ra’. Donc floo(é)zg < az(—’f) < 4-00. On en déduit bien une suite r, telle
que [(rp) = o(a(ra)).

Cas relatif. Terminons par une version relative de I’inégalité asymptotique. Soit
fn: Xy — X une suite d’applications holomorphes non constantes entre deux
surfaces de Riemann compactes connexes a bord. On munit X d’une métrique
d’aire totale 1 induisant une pseudométrique sur %,. On suppose la longueur
I, de son bord relatif 9%, \ f,1(0X) négligeable devant son aire a,. Alors
¥(Zn) S apy(¥). La démonstration est identique. On remarque encore que
Jz, a0 ~ an si 0 est une 2-forme sur ¥ d’intégrale 1. En effet une 2-forme
d’intégrale nulle sur ¥ posséde une primitive nulle sur dX. Puis on établit une
égalité asymptotique de la forme y(I',) ~ a,x(I') pour un graphe I' dans X
disjoint de dX. Enfin on applique celle-ci a un bouquet de 2g + b —1 cercles I
sur lequel X se rétracte (si g est le genre de ¥ et b le nombre de composantes
de son bord). On obtient y(X,) < y(I'y) ~ anx(I') = a, x(2).
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