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SUR LES FEUILLETAGES DE L'ESPACE PROJECTIF
AYANT UNE COMPOSANTE DE KUPKA

par Marco BRUNELLA

1. INTRODUCTION

Soit F un feuilletage holomorphe (singulier) de codimension 1 de I’espace
projectif complexe CP", n > 3. Une composante connexe K de 1’ensemble
singulier Sing(F) est une composante de Kupka ([GL], [CL], [C1]) si au
voisinage de tout point p € K le feuilletage F est engendré par une 1-forme
holomorphe w telle que

w, =0 et dw, # 0.

Une telle composante est nécessairement lisse et de codimension 2 dans CP”,
et le long de K le feuilletage a une structure de produit local: on peut
recouvrir un voisinage de K par des cartes U; ~ D* x D"~? dans lesquelles
F ala forme FyxD"2, ot Fy est un feuilletage de D? (indépendant de ;)
appelé type transverse de K. D’apres [GL], et en utilisant la positivité du
fibré normal de K dans CP”", on sait que ce type transverse est donné par
I’équation
pwdz —qzdw =0

avec p et g des entiers positifs, premiers entre eux. Si p = g = 1, on dit
que K est une composante de Kupka radiale.

Les feuilletages ayant une composante de Kupka non radiale ont été
classifiés dans [CL] et [Cl]: la composante K est nécessairement une
intersection compléte, K = {F = G = 0}, et le feuilletage F est le pinceau
d’hypersurfaces algébriques {F?/G7 = ¢}, d’équation pGdF — gqF dG = 0,
pour certains entiers positifs p, g (et pg > 2). Récemment, Calvo-Andrade a
montré que le méme résultat subsiste pour une composante de Kupka radiale
(sauf que p =g =1).
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THEOREME 1 ([C2]). Soit F un feuilletage de codimension 1 de CP",
n > 3, ayant une composante de Kupka radiale K. Alors K est une intersection
compléte, K = {F = G = 0}, et F est le pinceau d’hypersurfaces algébriques
GdF — FdG = 0.

La preuve de [C2] est relativement sophistiquée : 1l s’agit principalement
de montrer que K est une intersection complete (la deuxiéme conclusion du
théoréme, sur la structure de F, est alors prouvée dans [CL]), et pour ce faire
on s’appuie sur plusieurs résultats concernant la stabilité et la décomposabilité
des fibrés vectoriels sur les espaces projectifs.

Nous allons donner dans cet article une preuve alternative du théoreme 1
ci-dessus, basée sur des considérations de structures projectives transverses
(voir §2 pour des rappels). En fait, notre résultat principal n’a (presque) rien
a vorr avec les composantes de Kupka, c’est plutdét un critere général pour
passer d’une structure projective transverse (locale) & une intégrale premiere
méromorphe (globale).

THEOREME 2. Soit F un feuilletage de codimension 1 de CP". Soit
C C CP" une courbe algébrique disjointe de Smg(F). Supposons que dans
un voisinage de C le feuilletage F admette une structure projective transverse.
Alors F admet, dans CP", une intégrale premiére rationnelle.

Voici comment déduire le théoréme 1 du théoreme 2. Si K est une
composante de Kupka radiale, on peut recouvrir un voisinage U de K par
des ouverts U; ~ D* x D"~2 ol F est donné par les niveaux de la fonction
méromorphe f; = z/w (ob z,w sont les coordonnées sur D*). Sur U;NU; on
a clairement f; = @y ofy, pour un certain ¢y € Aut(CP'), donc F |k admet
une structure projective transverse (voir §2). L'ouvert U \ K contient une
courbe algébrique: il suffit de prendre une courbe algébrique dans K et de la
déformer un peu, de maniere a la rendre disjointe de K. Le théoreme 2 fournit
donc une intégrale premicre rationnelle pour F, ce qui donne facilement la
conclusion du théoreme 1.

Avec un petit effort supplémentaire, on peut aussi traiter le cas d’une
composante de Kupka non radiale, de type transverse pwdz — gzdw = 0,
et donc réobtenir la classification de [CL] et [C1]. La seule différence est
que les fonctions f; ci-dessus doivent étre remplacées par des fonctions de la
forme z” /w?, qui ne sont plus des submersions (hors de K) mais qui ont une
ramification le long des axes. Toutefois, les difféomorphismes ¢ restent des
automorphismes projectifs. Te feuilletage F|;x n’est plus transversalement
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projectif’ stricto sensu, mais les arguments que nous utiliserons dans la suite
s’adaptent sans aucun probleme a une telle situation «ramifiée » et produisent
une intégrale premicre rationnelle méme dans ce cas.

Signalons que plusieurs généralisations sont possibles, en remplacant CP”
par d’ autres variétés; voir la fin de cet article. Par ailleurs, méme notre énoncé
du théoreme 1 semble plus fort que le résultat de [C2], car dans [C2] on fait
en plus 'hypothe¢se que la composante de Kupka K soit la seule composante
irréductible de codimension 2 de Sing(F).

Cet article a été réalisé pendant un séjour a 'IMPA de Rio de Janeiro,
que je remercie pour 1’hospitalité.

2. STRUCTURES PROJECTIVES TRANSVERSES

Commengons par rappeler deux ou trois faits basiques sur les feuilletages
transversalement projectifs, en suivant [Go, III]; voir aussi [Sc] et [LLP], ou1’on
trouve des généralisations «singulieres» bien adaptées au cadre holomorphe
(mais nous n’aurons pas vraiment besoin de ces généralisations).

Soit F un feuilletage holomorphe, de codimension 1, sur une variété
complexe X. Soit U C X un ouvert disjoint de Sing(F). On dit que Fly
admet une structure projective transverse s’1l existe un recouvrement ouvert
{U;}jer de U tel que:

(1) pour chaque j €I, Fly est donné par les niveaux d’une submersion

holomorphe
It U —+ cprt,

(2) pour chaque j,k € I, il existe un automorphisme @y € Aut(CP')
tel que

fi=eirofe sur UiNU.

En recollant les fonctions f; a I'aide du cocycle ¢ on peut alors construire
une application développante

D: U —CP',

ot U " U est un revétement galoisien, telle que le feuilletage relevé 7*(F)
coincide avec le feuilletage donné par les fibres de D. En particulier, s1 U est
simplement connexe alors forcément 7 = id et donc F|y admet 1 intégrale
premiére D (qui est, bien stir, une fonction méromorphe sur U/).
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Un cas spécial de structure projective transverse s obtient de la facon
suivante. Supposons que F|; soit engendré par une 1-forme holomorphe w,
partout non nulle, et supposons qu'il existe deux 1-formes holomorphes 7 et
& sur U telles que

do=nAw
dn=wA¢
gt = £ B

Alors F|y admet une structure projective transverse. Ceci résulte de la
proposition suivante, attribuée & Darboux dans [Go, II1.3.11, II1.3.20]. Voir
aussi [Sc, §I1.1] et [LP, §2].

PROPOSITION 1 (Darboux). Etant donné (w,n,€) comme ci-dessus, on
peut trouver au voisinage de chaque point de U des fonctions holomorphes

(f, 4g, h) telles qgue :

w=—gdf

dg

= - hw
% g
1

£:§Mw+hn+wL
Si (f,g', ') est un autre triple satisfaisant les mémes relations, alors f’ = pof
pour un certain automorphisme @ € Aut(CP').

En utilisant les fonctions locales f ainsi construites (qui sont des submer-
sions, car w est partout non nulle) on obtient donc une structure projective
transverse pour F|y .

La réciproque de cette construction n’est pas toujours possible, puisque,
en général, il n'y a aucune raison pour que le feuilletage soit engendré
par une 1-forme holomorphe. On peut toutefois remplacer holomorphe par
méromorphe, et on a alors la réciproque partielle suivante, qu on trouve
explicitement dans [Sc, §1I.1]. Voir aussi [Go, 1I1.3.16] et [LP, §2]. Nous
en donnons la preuve, qui est instructive.

PROPOSITION 2. Supposons que JF|y admette une structure projective
transverse. Supposons aussi qu’il existe deux 1-formes méromorphes w et
n sur U telles que F = ker(w) (aux points génériques de U, ou w est
holomorphe non nulle) et dw =n Aw. Alors il existe une troisieme 1-forme
méromorphe & sur U telle que dn=wNE et d§ =& An.
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Démonstration. Soient {U}, f;, vy} donnant la structure projective trans-
verse. Puisque ker(w) = F, on a nécessairement

wly, = —g; df;

pour une certaine fonction méromorphe g; sur U;, et puisque dw =nAw on
a, tout aussi nécessairement,

dg;
v =——huw
ml ! 9j !

pour une autre fonction méromorphe #;.
Posons :
1
&= Fhiw+hn+dh.

De fj = @u(fi) et g;df; = gidfi (sur U; N Uy) on déduit g; gpj’.,((fk) = g; et
donc

dg; _ dgx
=/ LA dfe
gj = Yi(fe) df

ou 'on a posé

Yi = Sﬁjli/ %"k .

dg; L
De —gg_j —hw= % — Igw on déduit alors
]

hy = h + i i(fe) -

Si I’on substitue ces identités dans les expressions de &; et & on obtient enfin

§= &t o [Va(0 — (] df.

1.2
27k
est nulle car ¢y € Aut(CP'). Les 1-formes méromorphes {&} se recollent
donc en donnant une 1-forme méromorphe £ sur U.

Mais ;k — n’est rien d’autre que la dérivée schwarzienne de @y, qui

Il est ensuite immédiat de vérifier que cette 1-forme & satisfait les relations
dn=wA€ etd§é=EN.

REMARQUE 1. (C’est le méme calcul (a 'envers) qui donne la deuxieme
partie de la proposition 1, car la nullit¢ de la dénvée schwarzienne est une
condition non seulement nécessaire mais aussi suffisante pour qu’'un difféomor-
phisme soit projectif.
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3. DES STRUCTURES PROJECTIVES AUX INTEGRALES PREMIERES

Soit F un fewlletage de CP”", ayant une structure projective transverse
sur un voisinage U d’une courbe algébrique C C CP"\ Sing(F), donnée par
des submersions

fi: Uy — CP'.

On peut bien siir construire une 1-forme méromorphe w sur CP" telle
que ker(w) = F, et aussi une 1-forme méromorphe 7 sur CP" telle que
dw=nAw (la premitre affirmation résulte de h°(CP", M ® N%) >0, et la
deuxi¢me de h'(CP", M & N3) = 0).

La proposition 2 fournit donc une 1-forme méromorphe £ sur U telle que
dn=wNE et d€ = £ An. Des résultats classiques ([Ba], [Ro]) permettent de
prolonger (méromorphiquement) cette 1-forme ¢ a tout ’espace CP”".

Soit H C CP" le sous-ensemble analytique constitué par les poles de
w, 1, £ et les zé€ros de w. Soit

V=CP"\H.

D’aprés la proposition 1, Fl|y admet une structure projective transverse; on
notera

fa: Vo = CP!

les submersions correspondant a cette structure.

Prenons p € U; NV, . Au voisinage de p, le triple (w,7,£) admet deux
écritures comme dans 1’énoncé de la proposition 1, une par rapport a 1’'indice
« et ’autre par rapport a j (voir la preuve de la proposition 2, o1 I’on construit
explicitement £ a partir de f;, w et 1). Donc, d’apres la proposition 1, les
deux submersions f, et f; sont reliées par un automorphisme projectif. On en
conclut que les deux structures projectives transverses sur V et sur U sont
compatibles, ¢’est-a-dire :

F |UUV admet une structure projective transverse.

La clé de la preuve réside alors dans 1’observation suivante.

LEMME 1. UUYV est simplement connexe.

Démonstration. Soit v C UUV un lacet fermé. Dans CP", v est le bord
d’un disque (réel) I". On peut supposer que I" rencontre H, transversalement,
en un nombre fini de points, tous appartenant aux strates lisses et de
codimension 1 de H. Or, chaque composante irréductible de codimension 1
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de H rencontre la courbe C, et donc U. On peut alors faire glisser ces points
d’'intersection dans U. On en déduit une déformation de I' vers un autre
disque T, de bord ~, tel que TN H C U, et par conséquent I" C UU V.
On voit donc que U/ UV est simplement connexe.

En uulisant ’application développante associée a la structure projective
transverse, on conclut, grice a4 ce lemme, que JF|yuy admet une intégrale
premicre méromorphe. Cette mtégrale se prolonge a CP”", a nouveau par [Ba]
ou [Ro]. La preuve du théor¢me 2 est ainsi terminée.

REMARQUE 2. Les seules propriétés de CP" qu'on a utilisées sont les
suivantes :

(1) simple connexité;

(2) toute hypersurface algébrique rencontre C;

(3) prolongement des fonction méromorphes définies au voisinage de C.

Les deux premicres propriétés sont satisfaites, par exemple, par les hyper-
surfaces ou les intersections completes de CP™, de dimension au moins 3
(Lefschetz). La troisieme propriété est intimement liée a la positivité du fibré
normal de C : en utilisant la méme méthode que [Ba], on peut montrer qu’elle
est satisfaite deés que ce fibré normal est ample et que (1) et (2) sont remplies.

REMARQUE 3. Le rapporteur nous a signalé que D'article [Ce] contient
un résultat (proposition 2.15) dont la preuve pourrait étre comparée aux
arguments que nous utilisons pour démontrer le théoréme 2: la aussi on
construit une intégrale premiere méromorphe en prolongeant une structure
projective transverse sur un ouvert simplement connexe.
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