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L'Enseignement Mathématique, t. 51 (2005), p. 87-115

CONTRÔLE DES BRAS ARTICULÉS

ET TRANSFORMATIONS DE MÖBIUS

par Jean-Claude Hausmann*)

Résumé. Pour un ra-uple a de nombres réels positifs, le
bras articulé de type a dans Rd est l'application fa: (Sd~l)m -A Rd définie par
fa(zu Zm) YljLi aM • On se propose d'attaquer le problème cinématique inverse

via les relevés horizontaux pour la distribution Aa orthogonale aux fibres de fa.
On montre que les composantes connexes par courbes horizontales sont les orbites
d'une action sur (Sd~x)m d'un produit de groupes de transformations de Möbius. On
détermine également, dans plusieurs cas, les orbites d'holonomie de la distribution Aa.

1. Introduction

Soit /: M —> N une application différentiable (C°°) entre deux variétés

M et N. Le problème cinématique inverse pour / consiste à trouver un

procédé pour relever dans M les courbes lisses par morceaux dans N. Plus

précisément, étant donnés une courbe lisse par morceaux c(t) G N et un point
q° G/_1(c(0)), on aimerait disposer canoniquement d'une courbe lisse par
morceaux c(t) G M telle que c(0) 4° et /(c(0) c(0 •

Si M est une variété riemannienne et / est une submersion propre, on

peut alors procéder comme Ehresmann [Eh, § 1]. On considère une distribution
A-1, c'est-à-dire un champ de sous-espaces vectoriels A? C TqM pour tout

q G M, en définissant Aq comme le complément orthogonal à Ker Tqf, où

Tqf : TqM —> Tf(q)N est l'application tangente à / en q. Une courbe lisse

par morceaux b(t) G M dont le vecteur vitesse b satisfait à b(t) G

est appelée une A^ -courbe, ou courbe horizontale. Le problème cinématique

*) Cette recherche a bénéficié du soutien du Fonds National Suisse de la Recherche
Scientifique. L'auteur tient à remercier P. de la Harpe et D. Thurston pour d'utiles conversations.
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inverse pour / est alors résolu de la manière suivante : une courbe c(t) G N
définie sur un intervalle au voisinage de 0 admet un unique relèvement
horizontal c(t) G M partant d'un point c(0) G/_1(c(0)). En effet, /: M -A N
est ici un fibré différentiable sur lequel constitue une connexion [Eh, § 1].

Pour l'existence et l'unicité de c dans ce cas classique, voir [DNF, lemme 2,

p. 212].

Pour une application différentiable /: M -A N quelconque, avec M
riemannienne, on peut tout de même considérer la distribution où Aq est

le complément orthogonal à Ker Tqf. L'unicité du relèvement horizontal d'une
courbe c(t) G N est alors préservée puisque Tqf envoie Aq isomorphiquement
sur l'image de Tqf. Son existence est garantie en tout cas si c(t) reste dans

les valeurs régulières de /, au-dessus desquelles / est une submersion. Cette

solution horizontale du problème cinématique inverse est celle qui minimise en

chaque instant l'énergie cinétique : c(t) est horizontale si et seulement si c(t)
est le vecteur au-dessus de c(t) tel que \c(t)\2 soit minimal. Observons que

est une distribution de dimension non-constante: dimA^ rang(Tqf).
Par exemple, si N Rd avec la métrique standard et que l'on écrit

f(q) := Cm (g),..., Xd(q)), alors Af est la distribution engendrée par les

champs de gradients {grad Plus généralement, pour /: M —» N, la
distribution A^ est engendrée par gradients de / of pour toutes les fonctions

Comme distribution sur une variété riemannienne, A^ définit sur M
une géométrie sous-riemannienne ([Be], [Mo]) ou géométrie de Carnot-

Carathéodory [Gr]. En tant que distribution engendrée par des champs de

vecteurs, A:t définit également sur M un problème de théorie du contrôle [Ju].
Ces théories s'accordent sur l'utilité du théorème de Sussmann [Su, Th. 4.1]
qui décrit, pour une distribution sur M, les composantes connexes par
A-courbes comme les feuilles d'une distribution intégrable associée à A.
Il s'agit encore d'un "feuilletage" dont les feuilles ne sont pas toutes de même

dimension, l'exemple standard étant les orbites d'une action différentiable d'un

groupe de Lie sur M. Dans le cas qui nous occupe d'une distribution A^,
obtenir une paramétrisation de ces feuilles peut être un pas préliminaire
important pour la résolution du problème cinématique inverse car il réduit le

nombre de variables dans les équations différentielles.
Le but de cet article est d'étudier les questions ci-dessus dans le cas

où M (Sd~l)m est le produit de m sphères standard Sd~l de rayon 1

(muni de la métrique produit) et /: (Sd~l)m -A est un bras articulé. Si

a (a\,..., am) G R>0, le bras articulé (de type a) dans Rd est l'application

fa : (Sd~lyn -A R^ définie par
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m

fa(zu- Zm)

,i= i

Les points de (Sd~l)m sont appelés des configurations. On peut s'imaginer
un bras de robot dans Kd, partant de l'origine, formé de m segments de

longueurs ai,.... am et dont l'extrémité est fa(z). Notons que certaines

longueurs at peuvent être nulles, ce qui sera utile au paragraphe 2 pour
certaines démonstrations par récurrence.

Dans le cas d'un bras articulé, le problème cinématique inverse prend
la signification qu'il a habituellement en robotique: trouver, à partir d'une
configuration initiale c(0) du bras, un mouvement c(t) des différents segments
tel que fa(c{t)) c{t). Ce point de vue nous parait stimulant et suggestif de

problèmes mathématiques intéressants.

Le lecteur trouvera une étude des bras articulés dans [Ha], par exemple la

caractérisation des points critiques de fa qui sont les configurations alignées

Zi ±Zj V /,/ (voir aussi la remarque 2.10 plus loin), ainsi qu'une première
classification des préimages Mb := {fa)~l({b}) pour une valeur régulière
b eKd. Les espaces Mb sont reliés aux espaces de polygones. Par exemple, si

d 2 et b / 0, l'espace Mb s'identifie à l'espace des configurations planaires
d'un (ra-bl)-gone de longueurs (ai,... ,am, \b\) modulo les isométries directes
du plan. La classification de ces espaces a récemment été poussée jusqu'à
m < 8 dans [HR]; l'espace Mb correspond à .-yam, \b\) dans les

notations de [HR]. En général, si b 0, le groupe SO(d— 1), stabilisateur de

b pour l'action de SO(d) sur R^, agit sur Mb avec quotient homéomorphe
à AJ' '(«i.. \b\).

Pour le bras articulé fa, notons Aa := A^a la distribution déterminée sur
(Sd~i)m par/0. Comme indiqué ci-dessus, le premier travail sera d'étudier les

composantes connexes par Aa -courbes. Notre théorème principal ci-dessous
les identifie avec les orbites d'une action sur (Sd~l)m par un groupe de Lie,
action que nous allons décrire maintenant.
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Soit f|(a) le nombre de valeurs distinctes non-nulles de la suite a\ :

(j(a) := !\{cii | i 1,... m, ai Z 0}. Par exemple, jj(3, 3,0,1) 2. Désignons

par Möb</_i le groupe des transformations conformes de Sd~l préservant

l'orientation. C'est le groupe des transformations de Möbius, engendré par les

compositions d'un nombre pair d'inversions, dans RJU]oo}, par rapport à des

sphères perpendiculaires à Sd~l. Soient &i,..., &#(<*) les valeurs non-nulles
de la suite at. Pour j G {1...., '(a)}? soit Möb^j une copie du groupe
Möbj_i, que l'on considère comme agissant sur de la manière

suivante : si R E Möb^_,, on définit R • (zi,..., zm) := (z[, •. •, zfm) où

j R - Zi si at bj
Zi —

]
yn sinon.

Si j / j', les actions de Möb^l, et de Möb^j*, coramutent et définissent

ainsi une action différentiable de G(a,d) := Möb^}, sur (Sd~l)m, qui dépend
de a. Notre théorème principal est:

Théorème principal. Deux points z et z! de (Sd~l)m sont reliés par
une Aa -courbe si et seulement si ils sont dans la même orbite pour Vaction
de G(a, d

Le théorème principal implique que l'on peut trauver les relèvements

horizontaux par des équations différentielles dans le groupe G(a, J), voir [Ro].

La preuve du théorème principal occupe les paragraphes 2 à 4. Elle utilise
le théorème de Sussmann cité auparavant ainsi que le théorème de Chow

([Gr, §0.4], [Be, Th. 2.4 et §2.5], [Mo, Ch. 2]). Dans le paragraphe 5, on tire

quelques conséquences du théorème principal, par exemple que les invariants

classiques des transformations de Möbius, comme le birapport de 4 points,

produisent des quantités qui sont conservées le long des Aa -courbes.

Les paragraphes 6 et 7 sont consacrés à l'étude des groupes d'holonomie
de Aa. Si U est un ouvert de formé de valeu rs régulières du bras

/a. (•£</-1 yn —> R6' et si Z? G U, le groupe d'holonomie Hb(U) est formé
des difféomorphismes de Mb := (fa)~l(b) obtenus par transport horizontal
au-dessus de courbes dans U lisses par morceaux qui sont des lacets en b.
On montre que pour un bras générique (jj(a) m), le groupe T~ib(U) agit
transitivement sur chaque composante connexe de Mb. Ceci contraste avec le

cas a (1,...,1) où l'on montre que, pour les bras, planaires, les orbites
de l'action du groupe d'holonomie sont les lignes de gradient d'une certaine
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fonction de Morse pb : Mb -» S1 dont on détermine les points critiques avec
leurs indices.

2. Bras articulés planaires

Ce paragraphe présente quelques outils pour la démonstration du théorème

principal dans le cas d — 2 (bras planaires). On retrouvera essentiellement
les mêmes énoncés pour les bras dans (§3), dont les démonstrations
utiliseront le cas d 2 traité ici. De plus, le cas d 2 a l'avantage d'utiliser
des techniques plus élémentaires et des calculs explicites.

Soit a := (a\,..., am) G R>0. Le bras articulé planaire fa peut s'exprimer
comme l'application fa: Tm —> C du tore plat Tm (,Sl)m à valeurs

complexes :

m

f Gfi 5 • • • 5 <-m — ^ ^ CliZi •

i= 1

En paramétrant le cercle S1 par q i-a eiq (q e R) et en identifiant C avec
R2, on regarde aussi fa comme l'application de Rm -A R2 donnée, pour
q := (<7i,... ,qm) G Rm, par

m m

(1) f(q) := ^ atcosqt, ^ at sin

i= 1 /=1

Par abus de langage, les points de Rm sont aussi appelés des configurations.
La distribution À0 := est donc engendrée par les champs grad Xa et

grad Ya. On la regarde, soit comme une distribution sur Tn, soit comme une
distribution périodique sur Rm.

Rappelons que le groupe SU( 1,1) est formé des 2 x 2)-matrices complexes
—T f 1 0 \M de déterminant 1 telles que M JM 7 où / I 1 Ce sont

exactement les matrices de la forme ^ avec ||a||2 — \\b\\2 — 1. Le

groupe 5C/(1,1) est le sous-groupe de SL(2, C) dont l'action sur C par
transformations homographiques préserve l'orientation et le cercle unité; il
s'identifie donc à Möbi. Son algèbre de Lie su( 1,1) est formée des matrices

M telles que JMJ —MT qui s'écrivent donc f ^ ^. avec u e R et
\b —luj

b G C. Enfin, rappelons que les algèbres de Lie 5[(2,R) et su(l, 1) sont

isomorphes, en fait conjuguées dans GL(2, C) :
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Ps[(2,R)P_1 su(l,l), où P := f I /).
Désignons par Vec(M) l'algèbre de Lie des champs de vecteurs sur une

variété différentiable M. Soit Ca la sous-algèbre de Lie de Vec (Tm) (ou de

Vec (Rm) engendrée par les champs grad Xa et grad Ya, où Xa et Ya sont

définis dans l'équation (1).

Soit aa: su(l, 1)^ —> VecTm l'action infinitésimale associée à l'action
de G{a, 2) SU( 1,1 sur Tm définie dans l'introduction. Rappelons que

aa est un anti-homomorphisme d'algèbres de Lie.

Proposition 2.1. Uanti-homomorphisme aa : su(l, 1)^ —» Vec(Sl)m est

injectif et son image est Ca.

Le reste de ce paragraphe est consacré à la preuve de la proposition 2.1.

Nous avons tout d'abord besoin d'un certain matériel préliminaire. Prenons les

notations de l'équation (1) et considérons les champs S, C G Vec(Rm) donnés

par

/ sin q\ \ / cos <71 \
(2) 5:=

\sin qmJ \cos q,J

On vérifie par calcul direct que

fl
(3) [C,S] =: A, [[A,C] -S, [S,A] -C.

,ly

Ces relations sont satisfaites par les générateurs suivants de 5u(l, 1) :

(4) C:=
0 i/2

-ij2 0
5 :=

0 1/2
1/2 0

A. :=
i/2 0

0 -i/2
Les sous-groupes à un paramètre de SU{ 1,1) correspondant aux deux premiers
éléments sont

^cosh(t/2) sinh(^/2) \
sinh(r/2) cosh(f/2)J

Exp(fS)

et

Exp(rC)
cosh(^/2) i sinh(^/2)\

—/sinh(^/2) cosh(r/2) /
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En faisant agir ces sous-groupes à un paramètre sur S1 par transformations
homographiques, on obtient les flots r;,rj: s1 -s-s1 (t G R) définis par

_ cosh(?/2) z + sinh(f/2)'Zsinh(//2)z + cosh(f/2)
et

cosh(//2)z + is'mh(t/2)^ —i sinh(^/2) z + cosh(//2)

(l'exposant 1 ou i indique le point fixe stable du flot). Considérons les champs
de vecteurs S, C, et A de (2) dans le cas m — 1, c'est-à-dire sur S1.

LEMME 2.2. En tant que flot sur S1, on a

(a) Tj est le flot de —S, le flot du gradient de la projection sur l'axe réel;

(b) H est le flot de C, le flot du gradient de la projection sur l'axe imaginaire;

(c) z H- eltz (rotation à vitesse constante) est le flot de A.

Preuve. Soit Wl le champ de vecteurs sur S1 dont T/ est le flot. Soit
Re: S1 -A R la projection sur l'axe horizontal. Le champ Wl est défini sur
un voisinage de S1 et le calcul direct sur la formule (5) donne

Wl
dTUz)

dt

1 - r.2

r=0

Le champ W] est donc dirigé vers la droite et ses zéros sont =t 1. Il en est
de même pour grad Re qui est la projection orthogonale sur TS1 du champ
constant d/dx. D'autre part, pour z el° on a

||1 - z2||2 ||1 - cos26 - isin20\\2 (1 - cos20)2 + sin220

2(1 — cos 20) — 2(1 — cos2 0 + sin2 6) — 4 sin2 0

On a donc

||Wi||2 sin2 0 m y grad^Re||2

On a ainsi établi le point (a) du lemme 2.2. Le point (b) se démontre de la
même manière et le point (c) est évident.

Plus généralement, pour s G S1, considérons le flot sur S1

cosh(^/2) z + s sinh(r/2)
(7) Tflz) :=

^sinh(^/2)z + cosh(/y2)

Soit gs : S R la fonction " s-composante" : gs(z) Re(z^). Soit OJ le flot
sur S1 de grad gs. Les points (a) ou (b) du lemme 2.2 sont des cas particuliers
du lemme suivant.
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LEMME 2.3. OJ (égalité de flots sur S1

Preuve. Soit ms: S1 -A S1 la multiplication par s et m-s celle par I. On

a gs — (j\ o m-s et les champs grad g\ et grad gs sont m-s -reliés :

Tgnflgrâdz gs) grad„- g{

On a donc OJ ms o O' o m-s. Par le point (a) du lemme 2.2, on a O' —.T/,
d'où

ms o r* o m-s Tst

Pour ^ G 51, soit

C';=G/2 f) é «U(U)-

Par exemple, C\ S et Ct — C. Comme s — el°, on a Cs — PqSPq 1, où

Pö C SU(1,1) est la matrice diagonale de coefficients é0!1, e~ldl2. L'action

par transformation homographique de Pq sur S1 est la rotation ms. On a

donc que exp(ÏCJ génère sur S1 le flot 1^.
Soit a: su(l, 1) —) Vec^1) l'action infinitésimale de l'action de SU(1,1)

sur S1. Vu ce qui précède, le lemme 2.3 se paraphrase en

Lemme 2.4. a(Çv) grad gs

Remarque 2.5. Comme a est un anti-homomorphisme d'algèbres de

Lie, on a bien

a(A) a([C, S]) -[u(C), u(?)]) — [C, -5] A

Preuve de la proposition 2.1. Elle se fait par récurrence sur j\{a). Le cas

|(a) — 0 est banal car su(l,l)° — 0 (par convention) et Ca — 0 puisque

l'application fa est constante. L'injectivité de aa est aussi évidente puisque
l'action de G(a. d sur Sd~l est effective.

Supposons que (tiß) — 1
• Soit b l'unique valeur positive de la suite at.

Les composantes non-nulles de grad Xa sont égales à celles de —bS et celles

de grad Ya sont égales à celles de bC. De plus, grad Xa et grad Ya ont les

mêmes composantes nulles. Il s'ensuit que l'algèbre de Lie Ca ne dépend

pas de b et qu'elle est isomorphe à l'algèbre de Lie engendrée par S et C.

L'action de G(a, 2) SU( 1,1) sur T71 ne dépendant pas non plus de by on

peut supposer que b 1. Dans ce cas, pour X G 5u(l, 1) les composantes non-
nulles de aa(X) sont égales à a(X). Par les parties (a) et (b) du lemme 2.2, on
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en déduit que aa(S) grad Xa et aa{C) grad Ya. L'image de contient
donc Ca. Comme S et C engendrent su(l, 1) en tant qu'algèbre de Lie,
l'image de aa est aussi contenue dans Ca, ce qui démontre la proposition
2.1 lorsque ji(a) 1.

Supposons, par hypothèse de récurrence, que la proposition 2.1 soit vraie

pour |(a) < j — 1. Soit a tel que jj(a) j. Pour k G N, introduisons les

champs de vecteurs suivants sur Rm :

(8) A :=

a\

\<
A«S:=

/ a\ sin^] \

\am sin qmJ

(J
AC :

a\ cos

\amcosqm/

(k>1)

L'espace vectoriel engendré par les champs

(9) A2k~lC,et A2k

est une sous-algèbre de Lie de Vec(Rm). En effet, on a

[A2k~
1

C, A21'1S] A2(k+'-i}
[A2i,A2/-'C]

[Alk~lC,A

[A2k~lS,A21] -A2(k+r>~]C,
11- _ r A^-k— 1

g j£l- Ici _ ïA^k À2hlC] [A S, A S] [Az\Azl] =0.
Cette algèbre de Lie est engendrée par grad Xa - —AS et grad Ya AC,
donc c'est l'algèbre de Lie Ca.

Supposons que am ^ 0 (le raisonnement est analogue si c'est un
autre ai). Considérons les projecteurs linéaires 7r/,7r//: Rm -4 Rm définis

par ,xm)(x\,... ,x'J et tt"(xi, := (x",... où

/
J -U si di Clm u

I 0 si (Xi — @>m

xi :=
1 n • ' := i[0 sinon |xi sinon

On considérera aussi ix' et ix" comme des morphismes du fibré tangent LRm

sur lui-même, au-dessus de l'identité de Rm, en appliquant ix' ou ix" sur
chaque fibre. Notons a' := ix'{a) et a!' := ix"{a). Par exemple, si m — 5 et
« (2,1,3,1,1), alors a' (0,1,0,1,1) et a" (2,0,3,0,0).

On a 7r'(grad Xa) grad Xa', ^(grad Ya) grad Ya' et il en est de

même pour ix" et a". Ceci montre que Aa Aa' ® Aa". De plus, la forme
particulière des champs de (8) et des actions fait que Ca Ca' ® Ca". Bref,
tout se passe composante par composante et il en est de même des actions :

a : Lie (G(«, 2)) -A Vec (Tm) se décompose en aa ov 0 aa>>. Comme
j\{a') 1 et U(fl//) tt(«) — 1, on aura, par hypothèse de récurrence, que l'image
de aa> est Ca> et que l'image de aa>> est Ca". On en déduit que l'image de

aa est bien Ca, ce qui achève la démonstration de la proposition 2.1.
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COROLLAIRE 2.6. En tant qualgèbre de Lie, su(l,l)m est, quel que

soit m, engendrée par 2 éléments.

Preuve. Soit a (a\,...,am) G Rm avec 0 < a\ < ••• < am (donc

(t(a) m). Par la proposition 2.1, aa: su( 1, l)m est un (anti)-

isomorphisme d'algèbres de Lie. Or, est engendrée, en tant qu'algèbre
de Lie, par grad Xa et grad Ya.

Remarque 2.7. Pour m tf(a), les deux générateurs de su( 1, 1 )"' du

corollaire 2.6 sont

AC := (a\C...., amC) et AS := (a\S,..., amS),

avec les C, S G £u(l, 1) définis en (4).

Exemple 2.8. Les champs A1, A2,..., A* de (8) sont linéairement

dépendants dès que k > $(a). La relation de dépendance linéaire se répercute

sur les AlC et A1 S, donnant une présentation intéressante de l'algèbre de

Lie 5u(l, l)^(ö). Par exemple, si a — {a\,a%) avec a\ / <22, on obtient une

présentation de 5u( 1, l)2 engendrée comme espace vectoriel par

AC, AS, A2, A3C, A3S, A4

et les crochets non-nuls sont:

[AC, AS] A2

[A2, AC] - -A3S

[A2, AS] A3C

[AC, A3 S] A4

[A2, A3C] [A4, AC] a2xa22AS - (a2 + a22)A3S

[A2, A35] [A4, AS] -a]a22AC + (a\ + cp)A3C

[A3C,A3S] -a\a\A2 + (aj + a\)A4

[A4, A3C] a2a2(a2 + a\)AS — (a4 + a2a2 — a4)A3S

[A4, A3S] —a2a2(a2 -j- a^)AC -h (a4 a2a^ <24)A3C

Les quatre premières relations montrent que £u(l, l)2 est, en tant qu'algèbre
de Lie, engendrée par AC et AS.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat qui nous sera utile plus loin.
Soit qo G Rm un point régulier du bras planaire fa : Rm -> R2. Les champs
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constants e\ d/dx, ^2 d/dy G Vec R2 admettent, au voisinage de qo,
des relevés horizontaux ë\ et e^. La valeur [ë\,ë2]qû en qo de leur crochet

satisfait à la propriété suivante.

Lemme 2.9. Il existe o, ß, 7 G R tels que

Pi 7 ël\qo O (AC)^0 + ß (AS)qo + 7 (A2)^ •

De plus, 7^0.
Preuve. Soit / fa. Pour g G Rm, soit Pq := Dqf(Dqf)T la

(2 x 2)-matrice de Gram de Dqf. Si g est un point régulier de /, on a

detP^ / 0. Soit V un champ de vecteurs sur R2. Le champ horizontal V

sur Rm au-dessus de V est donné par

Vç

En effet, on a bien Vq G Aa et

Vq (Dqf)TP;lV.

Df(V) DfDfTp-lV PP~lV= V.

Les cas particuliers V e\ — (l,0)r et V e^ (0, \)T donnent

(10) ë] —Q[\AS + Q2\AC1 ëi —Q12AS + Q22AC

où les Qij sont les coefficients de la matrice Q := P~x. Comme [AC, AS] A2,

on a bien

[G 5 ^2]^ a (AC)c/0 + ß (AS)qo + 7 (A2)^0,

avec 7 - ^
det Pq{)

Remarque 2.10. Un point q G Rm est régulier si et seulement si

det Pq 7^ 0. Or,

p=f\\AS\\2 (AS,AC)\
SAS,AC) ||AC||2

d'où
n n n

det A 02 sin2 qi aj cos2 qj — af sin q-, cos qj)
i= 1 i=i *=1

<32fl2 sin qt cos qj sin(^// — qj) ö2ö2 sin2 (g; — qj).
/'G./ '<2

On en déduit que q est un point critique de fa si et seulement si qt — qj 0, tt

pour tout ij. Cela signifie que q est une configuration alignée. On retrouve
la caractérisation des points critiques de [Ha, Th. 3.1].
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3. Bras articulés dans Rd

Dans ce paragraphe, nous généralisons aux bras dans Rd les résultats

obtenus, dans le paragraphe 2, pour les bras planaires. Les démonstrations
utilisent les résultats du §2.

Soit s e Sd~x. Considérons le flot Tst sur Sd~x formé des transformations
de Möbius déterminées par la condition suivante: si tp est une transformation
de Möbius de Rd U {oc} telle que p(—s) 0 et (p(s) oo, alors

(p o Tf o efx, pour tout x G <p(Sd~x). En terme d'isométries
hyperboliques du disque de Poincaré Dd, Tst correspond à un flot de

translations hyperboliques laissant invariant chaque plan qui contient la

géodésique allant de — s à s.
Soit gs : Sd~l -G- R la fonction gs{x) (x,s), où dénote le produit

scalaire standard dans Rrf. Soit O) le flot, sur Sd~x, du gradient de gs.

Lemme 3.1. Tst O; (égalité de flots sur Sd~x).

Preuve. Les deux flots ayant ±s comme points fixes, il suffit de vérifier

que Tfly) 0)(y) pour y G Sd~x différent de ±s.
Soit fi le sous-espace vectoriel de Rd engendré par y et s. Soit

h: Rd -G Rd la réflexion orthogonale par rapport au plan EL La relation
générale entre grad(gs o h) et grad gs est

(11 (Dxh)*(grad/7(x) gs) gradx(gs o h) f

où (Dxh)* est l'adjoint de Dxh. Comme h est une iscmétrie linéaire, on a

(.Dxh)* m h* h~l h. D'autre part, gs o h gs. Enfin, pour x G II, on a

x h(x) et la formule (11) se réduit à h(gmdxgs) gradxgs. Cela prouve
que, si x G fi, alors gradxgs G LI, ce qui implique que gradxgs — gradr(^)|n.

Le flot OJ préserve donc le plan El. Comme c'est aussi le cas du flot Tst,

il suffit de montrer leur égalité sur le cercle Un Sd~l. Soit /i: C -> II une
isométrie euclidienne R-linéaire telle que /i(l) s (il en existe deux, mais

ce choix est sans importance). Sur El fi Sd~l, on a fi~1 o L) o // r', où r'
est le flot défini dans l'équation (5). De même, fi~x o O) o // est le flot sur Sx

du gradient de la projection sur l'axe réel. Le fait que Tst O) sur Etn5^_1
est exactement le contenu de la partie (a) du lemme 2.2.

On peut évidemment voir Tf comme un sous-groupe à un paramètre de

Möbj_i. Soit Cs l'élément de Lie(Möb^_i) tel que exp(^Çs) Tst. Soit

a: Lie(Möb,/_i) -G Vec^^-1) l'action infinitésimale de l'action de Möb^_i
sur Sd~x. Le lemme 3.1 se paraphrase en
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Lemme 3.2. a(Cs) grad gs. O

Soit s' G Sd~l avec (s, s') 0. Désignons par Lfi>, s') le 2-plan de

engendré par s et sf et orienté par cette base. On appelle rotation d'angle t

dans l'élément R G SO(d) tel que

R(s) — cos ts + sin ts R(s') - sin ts + cos ts'

et R(x) x pour tout x dans le complément orthogonal de H(s,sf).

LEMME 3.3. Le sous-groupe à un paramètre exp(t[Cs, Çs/]) est la rotation

d'angle —t dans le plan n(s,s').

Preuve. Soit n U(s,sf). Comme Tst et Tf préservent le plan n,
les champs de vecteurs a(Cs) et a(Cs>) sont tangents à n. Le crochet

[a(Cs),a(Cs>)\ -a([Cs,Csr]) est donc tangent à n et le sous-groupe à un

paramètre exp(t[Cs,C^J) préserve le plan n.
Soit // : C -» II(s, s') l'isométrie euclidienne R-linéaire telle que /i(l) ^

et p{i) — s'. On a vu dans la preuve du lemme 3.1 que p conjugue Cs

et Cf avec, respectivement, les éléments S et C de bu(1, 1) définis par les

équations (4). L'isométrie p conjugue donc [CS,CS*] avec [5, C] -A dont

le flot sur S1 est la rotation d'angle —t (partie (c) du lemme 2.2). Cela

montre que le sous-groupe à un paramètre exp(t[Cs,CS']) se restreint à n en

la rotation d'angle —t.

Il reste à montrer que si x G Sd~l est orthogonal à s et à s', alors

exp(t[Cs,Cs>])x x. Soit S la 2-sphère de rayon 1 centrée en l'origine
dans l'espace vectoriel engendré par s, s' et x. Comme Tst exp(rC5) et

Vf exp(tCsf) préservent S, ainsi en est-il de exp(t[Cs,Cs']). Comme le

flot exp(t[Cs,Cs']) préserve H, il préserve la famille des (grands) cercles

de S qui sont perpendiculaires à n. Leur intersection commune {±x}
est donc préservée par exp(t[Cs,Cs']). Par continuité, on en déduit que

exp(f[Q, Çs/])x x.

LEMME 3.4. Les éléments Cs, pour s G Sd~l, engendrent Lie(Möbj_i)
en tant qu'algèbre de Lie.

Preuve. Soit L la sous-algèbre de Lie de Lie (Möb^_ i engendrée par les

éléments Cs. Il suffit de voir que le groupe G exp(L) est égal à Möb^_ i.
Identifions Möb^_i avec Iso+(DJ), le groupe des isométries hyperboliques

du disque de Poincaré Dd qui préservent l'orientation. L'orbite de l'origine

par exp(tC^) est le segment allant de — s à s. On en déduit que G agit
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transitivement sur Et1. Il suffit donc de montrer que G contient le stabilisateur
de l'origine qui est SO(d). Mais, par le lemme 3.3, G contient toutes les
rotations dans tous les 2 -plans de et ces rotations engendrent SO(d

Nous allons maintenant démontrer la généralisation de la proposition 2.1.
Soit a (ci\.....aw) G (R>o)m. Si fa est le bras articulé de type a, on
désigne par gas\ (Sd~x)m -a R la fonction définie par g%z) (fa(z),s).
Soit Ca la sous-algèbre de Lie de Vec (Sd~1 )'n engendrée par les champs
grad gas pour tout s G Sd~x. Soit aa \ Lie (G(a,d)) -A Vec(5^I)w l'anti-
homomorphisme d'algèbres de Lie associé à l'action de G(a,d) définie dans
l'introduction.

Proposition 3.5. Uanti-homomorphisme aa : Lie (G(a,d)) -a Vec (Sd~l)m
est injectif et son image est Ca.

Preuve. Comme pour la proposition 2.1, la démonstration se fait par
récurrence sur J\(a). Le cas (j(a) 0 est banal. L'injectivité de aa est aussi
évidente puisque l'action de G(a,d) sur Sd~x est effective.

Supposons que Jj(a) 1. Soit b l'unique valeur positive de la suite a, et
soit a \ a. Comme gas{z) — YHjL\ aj{-Jn s) » on a graci gas — b grad gas, d'où
il résulte que Ca Ca. On a aussi que G(â,d) G(a,d) et aà aa.

On peut donc supposer que b — 1. Dans ce cas, pour X G Lie (G(a, d))
Lie (Möbj_ i les composantes non-nulles de aa(X) sent égales à a(X). Par
le lemme 3.2, a(Cs) grad gs, donc aa(Cs) grad gas et l'image de aa
contient Ca. D'autre part, par le lemme 3.4, les éléments Cs engendrent
Lie(Möb,/_i) comme algèbre de Lie, ce qui entraîne c[ue l'image de aa est
contenue dans Ca. Le cas jj(a) 1 est ainsi démontré.

Le pas de récurrence est exactement le même <que pour la proposition

2.1.

COROLLAIRE 3.6. En tant qu algèbre de Lie, Lie (Möb</_i )m est, quel que
soit m, engendrée par d éléments.

Preuve. Soit a (au...,aw) G Rm avec 0 < ax < • • < am (donc
(J(a) m). Par la proposition 3.5, aa: Lie(Möb^_i)w -a Ca est un (anti)-
isomorphisme d'algèbres de Lie. Or, Ca est engendrée, en tant qu'algèbre de

Lie, par les d champs grad gas pour ^ G Sd~l parcourant les éléments d'une
base de R^.
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4. Preuve du théorème principal

Nous allons tout d'abord rappeler un théorème de Sussmann [Su, Th. 4.1]

sous la forme simplifiée dont nous aurons besoin ici. Soit M une variété

différentiable et V C Vec (M). Soit A-p la distribution sur M engendrée par
V, c'est-à-dire que (Ad)x est le sous-espace vectoriel de TXM engendré par
Ax pour A G V. Supposons que les champs A G V sont complets, c'est-à-

dire que leur flot est défini pour tout t G R. Soit H le sous-groupe de

difféomorphismes de M engendré par les Of pour tout A G V et t G R. Soit

Px> la plus petite distribution sur M qui contient Àp> et qui est invariante par
l'action de H.

Soit K une distribution sur M. Rappelons qu'une variété intégrale de K
est une sous-variété immergée V de M telle que TXV — Kx pour tout x G V.
La distribution K est intégrable si tout point de M appartient à une variété

intégrable de K. La relation "être dans une même variété intégrale" engendre
alors une relation d'équivalence sur M dont les classes d'équivalence sont

les feuilles d'un feuilletage. Ces feuilles ne sont pas, en général, toutes de

même dimension; l'exemple standard est donné par les orbites d'une action

d'un groupe de Lie sur une variété. Le théorème de Sussmann, lorsque les

champs de V sont complets (par exemple, si M est compacte), prend la forme
suivante :

Théorème 4.1 (Sussmann). Soit V c Vec (M) formé de champs complets.
La distribution Px> est intégrable et ses feuilles sont les orbites de Paction
de H.

Le corollaire suivant est bien connu des spécialistes (voir [Mo, p. 230])
mais ne semble pas être énoncé explicitement dans la littérature.

Corollaire 4.2. Soit V c Vec (M) formé de champs complets. Soient

x,y G M. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) x et y sont joignables par une Ad-courbe.

(ii) x et y sont joignables par une courbe qui est une succession de trajectoires
de champs de V.

Preuve. Il est banal que (ii) entraîne (i). Réciproquement, soit c une

Àx>-courbe joignant x à y. Comme la distribution Pd contient Ax>, la courbe

c est aussi une Pd -courbe. Elle est donc contenue dans une feuille de Px>-
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Par le théorème de Sussmann, les points a et y sont dans la même orbite
de //, ce qui est équivalent à la condition (ii).

Nous pouvons maintenant entreprendre la démonstration du théorème

principal. Soit G := G(a,d). Soient a, y deux points de (Sd~lJn joignables
par une Aa -courbe. Rappelons que Aa — A-& pour V -- {grad gas [ $ G Sd~]}.
Les champs grad gas sont complets puisque (Sd~l)m est compacte. Par le
corollaire 4.2, il existe une courbe reliant a à y qui est une succession de

trajectoires de champs de V. Par la proposition 3.5, les éléments de V sont
des champs fondamentaux de l'action de G sur (Sd~])m. Les points a et _y

sont donc dans une même orbite pour l'action de G.

Réciproquement, soit z G (Sd~l)m. Considérons l'application différentiable

ß\ G -A (Sd~l)m donnée par ß{g) gz, dont l'image est l'orbite de z.

Soient e\,..., ej G Sd~l une base de Rd. Par la proposition 3.5, il existe

d éléments Cae. G Lie(G(a,d)) tels que aa(C^) grad gae.. Ces champs
Caei engendrent Lie(G(a,d)) en tant qu'algèbre de lie (voir la preuve du

corollaire 3.6).

La courbe t H- exp{tC^)gz dans (Sd~x)m représente donc le vecteur

tangent grad^ gae.. Le champ sur G invariant à droite Cae. correspondant à Cae.

est donc -relié au champ grad gae.. Comme les Ca6i engendrent Lie(G(a,d))
en tant qu'algèbre de Lie, les champs C" engendrent Lie-(G), l'algèbre de

Lie des champs invariants à droite sur G. Comme les valeurs des champs
de Lie-(G) engendrent l'espace tangent TgG en tout g G G, le théorème
de Chow ([Gr, §0.4], [Be, Th. 2.4 et §2.5], [Mo, Ch. 2]) implique que G

est connexe par courbes qui sont des successions de trajectoires des champs
Cae.. L'image de telles courbes par ß étant des À0-courbes, on en déduit que
l'orbite Gz de z est connexe par Aa-courbes.

REMARQUE 4.3 (Changement de la métrique riemannienne). Le fibré

tangent à (Sd~l)'n se décompose en somme directe T(Sd~lyn (TSd~x)m.
Si l'on munit (Sd '1 )'" de la métrique riemanienne pour laquelle

la distribution Aa pour cette nouvelle métrique est égale à celle, dans la

métrique standard, pour le bras de type a 1,..., 1 et G(a,d) est alors

isomorphe à Möb^_ j.

m
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5. Conséquences du théorème principal

Soit fa\ (Sd~l)m -4 Rd le bras articulé de type a (a\9... ,am). La

proposition 5.1 ci-dessous est une conséquence banale du théorème principal.

Proposition 5.1. Supposons qu'il existe ij avec ai aj. Soit

z(t) G (Sd t G [0,1], une Aa-courbe. Si z/(0) Z/(0), alors zft) Zj(t)

pour tout t G [0, 1].

Le théorème principal implique que les invariants par transformations de

Möbius, appliqués aux zt correspondant à des segments de même longueur,
sont invariants par Aa -courbes. Cela donne toute une famille d'intégrales
premières (constantes du mouvement) des Aa -courbes.

Par exemple, si d 2, trois points d,Z2rl3 C S1 qui sont deux à deux

distincts déterminent une orientation 0(z.\, z.i. zf) de S], définie comme le

sens de parcours tel que le chemin allant de z\ à Z3 passe par Z2 • Pour quatre
points Zi,Zj,ZkîZi C S1 distincts, on a le birapport

7 / \ Zi ~-k Zj ZI Db(zi, Zj, Zk, zi) G R
Zj Zj Zk Zl

(ce birapport est réel puisque les quatre points n sont sur un même cercle).
Pour d — 3 et quatre Zi G S2 distincts, on a le birapport complexe

beizte Zp Zk,zi) G C défini de la façon suivante. On choisit une transformation
de Möbius a de R3 U {oo} qui envoie S2 sur le plan horizontal, identifié

avec C, telle que a: S2 —» C préserve l'orientation. On peut alors définir

7 x viZi) ~ cr(Zk) cr(zj) ~ <r(zi) ^ „bc(zirZj,Zk,zi) := —— — —— — G C.
Cj(Zi) ~ (j{Zj) (j{Zk) - (T{Zi)

Enfin, pour d > 3, on a le birapport faible

7 / \ \Zi ~ Zk | |Zj — Zl |

Db+(zitZj,Zk,zi) := -T T •

ï G R>0,
\Zi - ZjI [Zk - Zl\

qui est un invariant de Möb^-i (voir [Bn, p. 32]). Ces invariances donnent
immédiatement la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soit fa: (Sd~x)m -4 Rd le bras articulé de type
a — (a\,..., ani).

(a) Supposons que d — 2. Soient ij, k avec ai aj ak. Soient z(t) G Tm,

t G [0,1] une Aa-courbe. Supposons que z/(0) / zy(0) ^(0) / Z/(0). Alors,

pour tout t, on a zft) f zj(t) Zkif) / zft) et l'orientation 0(zi(t), Zj(t), Zkif))
est constante.
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(b) Soient ij,k,l avec at aj — ak ai. Soient z(t) G Tm, t G [0, 1]

une Aa-courbe. Si les quatre points initiaux Z/(0), z/0), Za(0), z/(0) sont tous
distincts, ils le restent tout au long de la M1 -courbe et

1. si d 2, le birapport b{zft), Zj(t), Zk(t), ziit)) est constant;
2. si d 3, le birapport complexe bc(Zi(t),Zj(t),Zk(t),Zi(t)) est constant;
3. pour tout d > 2, le birapport faible b+(z.i(t), Z/(/). Zk(t), Z/(0) est

constant.

5.3. Dans le cas a (1,..., 1) et d — 2 ou 3, les birapports permettent
d'obtenir des invariants complets pour la connexité par Aa -courbes. La situation
est résumée par le tableau suivant. Un tiret dans la colonne de droite veut
dire une condition vide, donc toujours vraie. Soit donc fa\ (Sd~[)m —> le

bras articulé de type « 1). Soient z°,zl G (Sd~l)m.

m d Condition équivalente à l'exister ce d'une
Aa -courbe joignant z° à zl

2 > 2 -

3 2 ö(z°,Z2,Z3) ö(z!,Z,Z:,)

3 > 3 -
4 2

4 3 bc(z°i,Z2, Z3, Z4) bc(z\,

> 4 2
0(Z°UZ2,Z°) 0(z\,z\,z\) et

bizuZ2,Z3,Z°)b(z\, Z2,zl,zpour
> 4 3 /'(•(c'i'.AZ3, z°k)bc(z\,Z2,Z3.4) P0"

Le lecteur trouvera facilement des preuves pour les énoncés du tableau ci-
dessus. Par exemple, pour d 2, on choisit deux transformations de Möbius

<7j (j 0,1) de R2 U {oo} telles que <Jj(z{) — oo, crfzl) — 0 et crj{z{) — 1.

Si CHz".z(2,z") 0(z\,z\,z\), alors o <ro G Möb2. De plus, on a

b{z{, z{, z{, z{) b{(Tj(z\), o-(z2), <Jj{zf), (Tj(zi)) 4 f

donc l'égalité des birapports implique que af^aoiz^) z\ pour k 4,..., m.
La démonstration pour d 3 est semblable.
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6. Holonomie: le cas générique

Soit a — (a\,..., am) et b G Rd une valeur régulière de fa : (Sd~l)m —>

On désignera par Mb la préimage (fa)~l{b) de b, qui est donc une sous-

variété de codimension d dans (Sd~l)m.

Rappelons que les points critiques de fa sont les configurations alignées,

c'est-à-dire les m-uples tels que n ±Zf [Ha, Th. 3.1]. Les

valeurs régulières forment donc un ouvert de R^, complément d'un ensemble

fini de sphères centrées en l'origine. Soit U un ouvert formé de valeurs

régulières qui contient b. Soit Lacb(U) l'ensemble des lacets en b dans U

qui sont des courbes lisses par morceaux.

LEMME 6.1. Pour tout c G Lacb(U) et tout q G Mb, il existe une unique
Aa -courbe C dans (Sd~l)m telle que c(0) q et fa o c c.

Preuve. Soit V := (fa)~x{U). La restriction de fa à V est donc une

submersion qui est propre (puisque V est relativement compact). La même

démonstration que pour une connexion sur un fibré différentiable (voir [DNF,
lemme 2, p. 212]) prouve alors le lemme 6.1.

Soit c un lacet élément de Lac&(t/). A tout q G Mb, on peut associer

l'extrémité du relèvement horizontal de c partant de q, dont l'existence est

garantie par le lemme 6.1. Ce procédé définit un difféomorphisme de Mb

appelé Vholonomie de c. L'ensemble des difféomorphismes obtenus de cette

façon constitue un groupe Hb(U) de difféomorphismes de Mb, appelé groupe
d'holonomie en b pour l'ouvert U.

La dimension des orbites de l'action de PLb(U) sur Mh (orbites

d'holonomie) dépend de (J(a). Pour un bras articulé générique (tt(a) m),
nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 6.2. Si j(a) — m, le groupe d'holonomie %(£/) agit
transitivement sur chaque composante connexe de Mb.

Preuve. Soit V := et g G V. Soit ßq: G(a,d) -> (Sd~l)m

l'application ßq(g) := gq. Si |}(a) m, l'action du groupe G(a,d) sur

(Sd~ i)m est transitive et ßq est une submersion.

Soit A G Lie(G(a,d)). Le champ de vecteurs aa(A) G Vec(5^_1)m satisfait
à aa(A)q Tißq(A) (où I désigne l'élément neutre de G{a1d)). Par la

proposition 3.5, l'image de aa est égale à Ca. On en déduit que les valeurs



106 J.-C. HAUSMANN

en q des champs de Ca engendrent tout TqV. Par le théorème de Chow ([Gr,
§0.4], [Be, Th. 2.4 et §2.5]), pour tous q, q' dans une même composante
connexe de V, il existe une À0-courbe joignant q à q' dans V. Lorsque q
et q' sont dans Mh, cette courbe se projette sur un lacet dans Lac &(£/), ce

qui prouve que q et q' sont dans la même orbite d'holonomie.

Remarque 6.3. a) Lorsque d — 2, on peut voir plus directement que les
les valeurs en q des champs de Ca engendrent tout TqTm (ou TqRm). En
effet, Ca contient les champs constants Ak de (8). Si |J(<z) m, ces champs,

pour k 1,..., m, sont linéairement indépendants (le calcul aboutit à un
déterminant de Vandermonde).

b) Lorsque d 2 la variété Mb peut avoir deux composantes connexes.
Par exemple, si a := (\/3, 1) et b 2, la variété Mb est constitué de

deux configurations: (<?Z7T/6, e~m^) et (c~Z7r/6, eZ7r/3). Comme G(a, 2) agit
transitivement sur T2, il existe, par le théorème principal, des courbes
horizontales joignant les deux points de M2, mais il est clair que ces courbes

passent obligatoirement par une configuration alignée. Le groupe d'holonomie
7G(G) est donc trivial, pour tout ouvert U contenant 2 et formé de valeurs

régulières.

Plus généralement, soit a — (<2i,<22,£,... ,5) avec û \ <22 et e strictement

positifs, et soit b E C avec \a\ —<221 < \b\ < a\ +<22. Si s est assez petit, la
variété Mb est soit vide soit difféomorphe à deux copies de Tm~2 ; dans ce

dernier cas, il n'y a pas de courbe horizontale joignant ces deux composantes
connexes sans passer par une configuration alignée.

7. Holonomie des bras planaires lorsque a := (1, 1)

Dans tout ce paragraphe, on suppose que d 2 et, sauf indication contraire,
a := (1,..., 1). On note / := fa et on considère la préimage Mb := f~l(b)
pour une valeur régulière b E C de l'application /, que l'on voit donc comme
une sous-variété de codimension 2 dans Tm avec la métrique induite. Par abus

de notation, on désignera également par Mb la préimage de b dans Rm. Nous
allons étudier les orbites d'holonomie sur Mb. Soit p: Tm -4 S1 l'application
p(z\, • • • ,zm) Z\Z2 ' • zm • Désignons par pb: Mb —y S1 la restriction de p
à Mb. Soit l~Lb(U) la composante connexe par arcs de l'identité dans 1~Lb(U).



BRAS ARTICULÉS ET TRANSFORMATIONS DE MÖBIUS 107

PROPOSITION 7.1. Soit U un ouvert de C formé de valeurs régulières de

f et contenant b. Alors, les orbites de Vaction du groupe d'holonomie 7j^(U)
sur M\y sont les trajectoires du gradient de la fonction pb.

Preuve. Soit u £ Mb et soit W la trajectoire de gradpb contenant u.
Par le théorème principal, l'orbite Hb(U) • u est contenue dans l'intersection

avec Mb des orbites de l'action de G G(a, 2) SU(1,1) sur Tn. Soit

q G • u. L'espace tangent en q à G q est engendré par la valeur

en q des champs C, S et A de (8) avec at 1. Les vecteurs Cq et

Sq sont orthogonaux à TqMb. Le champ constant A est le gradient de la
fonction p. Comme Mb est munie de la métrique induite, la projection
orthogonale de Aq sur TqMb donne sur Mb le gradient de pb. Cela prouve

que Hb(U) u C W.

Soit q G W. On va montrer que Hb(U) • q est un voisinage de q dans

W. Cela prouvera que V^iU) • u ainsi que son complémentaire dans W sont

des ouverts de W. Comme W est connexe, on aura l~lfb(U) • u — W. On peut

supposer que grad^ pb / 0, sinon W est réduit à un point.

Pour s > 0, considérons le chemin c: [0,4s] -» C partant de b et

parcourant à vitesse 1 le bord du carré (b, b + s, b + s -f is,b + is). Si s

est assez petit, c est un lacet élément de Lac &(t/). Le relevé horizontal

c: [0,4s] -A Rm de c partant de q G Mb consiste en quatre morceaux
de trajectoires des champs ë\,ë2, relevés horizontaux des champs constants

ex d/dx, é?2 d/dy G Vec C. On a c(4s) G • q C W. Le chemin

h: [0,s] —> Rm déûni par h(t) c(4t) satisfait à h{0) 0 et ïi(0) 2[ë\,ë2]q
(voir [Sp, pp. 222-224]). Le développement de Taylor de c à l'ordre 2 est

donc

(12) c(4s) q + s2 [èhè2]v + o(s2).

Comme on suppose que grad^ pb ^ 0, le vecteur Aq n'est pas une combinaison
linéaire de Cq et Sq. Puisque a — {1,..., 1), on a A A2 et le lemme 2.9

implique que [ë\,ë2\q 0. Comme s peut varier dans tout un voisinage
de 0, l'équation (12) prouve que T-i^U) • q est bien un voisinage de q
dans W.

Remarque 7.2. La preuve de la proposition 7.1 montre qu'une orbite
de l'action du groupe d'holonomie Hb(U) est une union de trajectoires de

grâdpb. Nous ne savons pas si cette union se réduit toujours à une seule

trajectoire.
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PROPOSITION 7.3. Pour un bras planaire de type a 1..... 1 les

points fixes de Paction du groupe d'holonomie PLb(U) sont les configurations
z (zi,....Zm) £ Mb telles que la suite Zj (j 1,.. .m) prenne exactement
2 valeurs.

Preuve. Si l'on travaille dans Rm, ce sont les points q tels que Sq, Cq et

Aq sont linéairement dépendants, c'est-à-dire que la (m x 3)-matrice construite

avec ces trois vecteurs colonne est de rang < 2. Cela signifie que pour tout

ij,k, on a

sin qi cos qt 1

sin qj cos qj 1

sin qk cos qk 1

sin(<gr, - q-)+ sin(^ - + sinfe - 0.

Cette équation, qui est équivalente à

sin (U - ft) + (ft - ft)) sin(ft - ft) + si»(ft - ft),
est de la forme sin(w + v) sin u + sin v. Cette dernière égalité équivaut à

u + V u + v u + v u — v
(13) sin—-—cos sin cos %

2 2 2 2

L'égalité (13) a lieu si et seulement si l'une au moins des deux conditions
suivantes est vérifiée :

1. cos —= cos Cette condition est équivalente à u 0 (mod 2tt) ou
v 0 (mod27r), c'est à dire eiqt — em ou eiq< em.

2. sin tpst 0, c'est-à-dire u + v 0 (mod27r). Ceci est équivalent à

eiqi _ eïq,
_

On a ainsi montré que les points fixes du groupe d'holonomie sont les q tels

que, pour tout i,j,k, l'ensemble {eiqfieiqpeiqk} contient au plus deux points.
L'ensemble de tous les eiqj doit contenir au moins 2 points, sinon on aurait
\b\ m et b ne serait pas une valeur régulière de /.

La proposition 7.3 implique qu'un point critique z (z\,..., zm) de pb

est caractérisé par l'ensemble

K K(z) := {j | Im(zj, b) < 0} C {1,..., m}

où désigne le produit scalaire standard de C Pour K un sous-
ensemble propre de {1,..., m}, on désigne par zK le point critique de Mb
tel que K(zk) K. Un tel point zK existe dans Mb si et seulement si

|m — 2\K\ | < \b\ < m. Par exemple, si m — 4, le point critique z^ existe
dans Mb si et seulement si 2 < \b\ <4.
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Proposition 7.4. La fonction pb est une fonction de Morse. Uindice du

point critique zK est égal à \K\ — 1.

Preuve. Observons que la fonction p: Tm -A S1 satisfait à la condition

d'équivariance

p(el6z\e,9zm)e,0p(z\

On peut donc, sans restreindre la généralité, supposer que b est réel > 0.
Si b — 0, il n'y a pas de point critique puisque un tel point serait alors

une configuration alignée (le cas b — 0 sera traité dans l'exemple 7.10). On

supposera donc que b G R>o.

On travaille dans Rm en un point qK au-dessus de zK. Pour alléger la

notation, définissons

N:= \K\ | sin qf<0}et := #{y ; si.w/f >0} ^

Observons encore que Mb et pb sont invariantes par l'action du groupe
symétrique sur Tm permutant les coordonnées. Cette action permute les points

critiques ayant même N. On pourra supposer que K {P + 1,..., m}.
Au voisinage de qK, la fonction pb admet un relèvement ßb à valeurs

dans R de la forme

m

(14) p b(q)-cte + qj.
i= i

Notons f(q) G C l'extrémité des P premiers segments :

p

f(q):=J2eiqj.
7=1

Définissons u := u(q), ^ := £(q) G ]0,7r[, v v(q), 77 := rj(q) G ]0, tt[ par
les formules

f(q)u(qy^\b-f)Observons que ^ et 77 sont déterminés par m et u. En effet, les points
0, f{q) et b forment un triangle de côtés w, v et b donc, par le théorème

du cosinus :

b2 + u2 — v2
(15) Ç(w, v) arccos — 7/(w, v) arccos —

2bu 2bv
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Considérons (g, r) G R x
1 défini par

3/ := Vj ~ £("(?), v(q)) si j 1,.. P - 1

r,- := 77(M(^r), u(<?)) + gw+i-| si 7 1,..., TV - 1

Ces différentes grandeurs q-,, cfc, etc, sont dessinées dans la figure 1 ci-dessous,
dans le cas m 7, P 4 et N 3.

m 7, P 4, N 3 /(?)

Figure 1

Nous allons paramétriser Mb au voisinage de qK par des éléments (g, r)
situés au voisinage de 0 G Kp~{ x R^-1. Observons tout d'abord que (g, r)
détermine u et v :

p-1
w(g) cos qj +

(16)
|=i

TV— 1

P—1

1 - (EsinL
y=i

w(r) E COS fj +
.7=1 \

1 -
TV-1

j= 1

sin r,

La paramétrisation g(§, r) de Mb au voisinage de qK g(0,0) est donnée

par

si i 1,..., P — 1

(17) qi(q,r):=<

(u(q),v(r)) + qi

(P~X \Ç(u(q), v(r)) — arcsinf sm Çj si i P

si i P 4- 1

\/=i
fN~x \-r](u(q),v(r)) — arcsinf sinrO
Kj= 1

7

-77(«(§),v(r)) + rm+i. si t P + 2, 777

On vérifie que la matrice jacobienne de l'application (^, r) (g, r) est bien,

en (0,0), de rang m — 2 (si on lui enlève les lignes P et P + 1, on obtient
la matrice identité).
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L'expression de fib(q,r) s'obtient des formules (14) et (17):

P—1 P—î

pb(q, r) — cte + qt — arcsin ^ sin qj)
i= 1 j= 1

N-\ N— 1

+ ^ rw+i_/ - arcsin ^ sin r;}
/=i j= î

+ P£(u(q), v(r)) - Nrj(u(q), ü(r)).

Comme du/dqi(0) dv/dn(0) 0, on a bien Vp/0,0) 0. Quant à la
matrice hessienne 77/?/, en (0,0), le calcul de ses coefficients donne

al'n
(0,0) *,^(0,0)

(%<%
<92/5/, Ô2W

(0,0) ^r-^r(0,0)

(0,0) 0,

Oï'kOfj ' " c)rk()r,

cPpb

d?kdq,

avec

lS" := ~ AO/JO/IO), i;(0))

J«. := ~ NV](u(0),vm
d2u d2v

-(0,0)=—-(0,0)=dqkdqt ' d^dr,-

où est le symbole de Kronecker. Comme «(0) et le calcul
avec les formules (15) donne:

PN(1 + cos 7)
Su= -<0 1 1

(18) ZA
J

/W(l-cos7)sv= — ^>0
où 7 est l'angle en f(qK) du triangle (0, bJ(qK)) et est l'aire de ce triangle
(voir figure ci-dessous); ces formules s'obtiennent à l'aide du théorème du
cosinus et de la formule de Héron :

4A V-64 - P4 - Af4 + 2b2P2 + Wn2 + ÏP

Comme b est une valeur régulière, 7/0,7r, A / 0 et les inégalités dans

(18) sont strictes.
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M)

La matrice hessienne 77/^(0,0) est donc formée de deux blocs:

Hpb(0,0)0 '

où M(k) est la (& x /:)-matrice dont les coefficients diagonaux sont —2 et

les autres -1. Comme M(k) est somme de la matrice —I et d'une matrice

de rang 1, ses valeurs propres sont faciles à calculer: l'une vaut —(k+ 1)

et toutes les autres valent — 1. En particulier, elles sont toutes négatives. On

déduit ainsi de (18) que Upb(0,0) possède N - 1 valeurs propres négatives

et P - 1 valeurs propres positives. Le point zK est donc un point critique

non-dégénéré de pb d'indice |^| — 1.

Remarque 7.5. Tous les points critiques d'un même indice sont sur un

même niveau de pb.

Exemples.

7.7. Pour le bras articulé avec m segments tous de longueur 1, la variété

Mb est difféomorphe à l'espace de polygones A/7H''(1 -H) (voir [HR]).

Lorsque m - 2 < \b\ < m, la variété Mh est donc difféomorphe à la sphère

S'" 2 [HR, Exemple 6.5]. Les angles <?/ sont bien déterminés dans l'intervalle

ouvert (—7r,7r) (aucun segment ne pouvant se "retourner") et on pourra
donc identifier Mh à la composante connexe de Mb C R'n pour laquelle

\qj\ < 7r pour tout j. De même, l'application pb: Mb —^ S1 se relève en

ph : Mb —> R définie par pb(q) Yl?=\ & (un tel relèvement continu n'existe

que si \b\ > m — 2).

Les points critiques zK existent dans Mh pour tout sous-ensemble propre

K de {1,..., m}. Par la proposition 7.4, pour tout 1 < k < m — 1, la fonction

de Morse ph possède donc points critiques d'indice k - 1.

Pour visualiser le champ grad pb grad pb sur Mb Sm~2, on

considère une triangulation T sur Sfn~2 isomorphe à la première subdivision

barycentrique du bord du (m— l)-simplexe Nn~l. Si l'on numérote les sommets
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de Àm_1 de 1 à m, les sommets de T sont indexés par les sous-ensembles

propres K de {1,..., m}. On peut vérifier que grad pb est le champ associé

à T (voir [Sp, p. 611-612]): le barycentre d'un Ausimplexe est un zéro de

grad/^ correspondant à un point critique d'indice k de pb.

7.8. Considérons le cas particulier de l'exemple 7.7 où m — 3. Pour
1 < b < 3, la variété Mb est difféomorphe à un cercle et la fonction pb admet

3 points critiques d'indice 0 et 3 d'indice 1. La figure ci-dessous montre

les configurations critiques. Les flèches indiquent le sens des trajectoires de

gradp£, allant des points critiques d'indice 0 à ceux d'indice 1.

7.9. Considérons le bras articulé à 4 segments : a — {1,1,1,1). Les valeurs

critiques de fa sont 0 et les cercles de rayon 2 et 4. Si 2 < \b\ < 4, la variété

Mb est difféomorphe à S2 et on est dans le cas de l'exemple 7.7. Lorsque
0 < \b\ < 2, la variété Mb est difféomorphe à l'espace des configurations

planaires (modulo rotations et translations) d'un pentagone équilatéral; cet

espace est difféomorphe à une surface de genre 4 (voir [HR, Table Y]).
L'application pb a alors 6 points critiques, tous d'indice 1 (points "selles"),
correspondant aux configurations:

Rappelons (voir remarque 7.5) que ces 6 points critiques sont sur un même

niveau: Pb(zl,j) 1 pour tout ij. La visualisation des trajectoires de gmdpb

sur la surface Mb de genre 4 est un intéressant défi.
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7.10. Lorsque m est impair, le disque ouvert de rayon 1 centré en 0

est formé de valeurs régulières. Si \b\ < 1, il n'y a aucune configuration
satisfaisant à la condition de la proposition 7.3. La junction pb n'a donc
aucun point critique et est une submersion. Le groupe d'holonomie Tib agit
sans point fixe sur Mb.

Dans le cas particulier b — 0, on a grad pb A et le flot de grad pb est

périodique, donné par l'action diagonale de S1 sur Tm. Chaque configuration
effectue un mouvement de rotation à vitesse angulaire constante. Cela prouve
que M0, et donc Mb pour \b\ < 1, est difféomorphe à M^ö) x S1, où ä est
le bras articulé à m — 1 segments, tous de longueur 1.
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