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96 CH. FRANCES

Nous renvoyons a [Sp] (vol.3, p.310) pour une preuve de ce lemme.

Précisons que le cceur de la démonstration du théoréme de Liouville réside
vraiment dans la premiere étape, consistant a prouver qu'un difféomorphisme
conforme envoie localement les (n — 1)-spheres sur des (n — 1)-spheres. Ce
résultat est généralement obtenu par des calculs et il est difficile d’isoler
une raison conceptuelle pour laquelle il est vrai. Aussi se propose-t-on de
faire le lien entre cette propriété et un résultat profond mais a priori sans
rapport : ’invariance conforme des géodésiques isotropes en géométrie pseudo-
riemannienne ou riemannienne complexe.

Notre preuve s’applique a des transformations conformes analytiques entre
ouverts de R". Les preuves classiques (par exemple [M]) requierent en général
une régularité C° et on peut trouver dans [H] une preuve plus difficile qui
traite le cas des applications de classe C!.

2. INVARIANCE CONFORME DES GEODESIQUES ISOTROPES

Rappelons qu’une métrique pseudo-riemannienne g sur une variété M est
la donnée d’une forme quadratique non dégénérée de signature (p,q) sur
chaque espace tangent a M. Nous supposons par la suite que g n’est pas
riemannienne, c’est-a-dire que ni p ni g ne sont nuls.

Une géodésique ¢ — c(f) pour la métrique g est qualifiée d’isotrope si
pour tout ¢ ol c(f) est défini, on a g.»(c’(1),c'(r)) = 0. Si I’on se donne une
métrique ¢’ dans la classe conforme de g (c’est a dire ¢’ = ¢“g pour o une
fonction de M dans R de méme régularité que g), les géodésiques de ¢’ et
de ¢ n’ont en général aucun rapport. Néanmoins, on peut montrer le

THEOREME 3. Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne, alors les
géodésiques isotropes sont les mémes, en tant que lieux géométriques, pour
toutes les métriques de la classe conforme de g.

Remarquons que ce théoreme ne dit pas que les géodésiques isotropes sont
les mémes en tant que courbes paramétrées.

Preuve. Nous rappelons sommairement comment on peut voir le flot
géodésique sur une variété comme un flot hamiltonien (le lecteur souhaitant
plus de détails peut se référer a [AM]). On note T*M le fibré cotangent
de M et w la forme symplectique standard sur 7°M. La donnée d’une
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métrique pseudo-riemannienne ¢ sur M fournit en tout point x de M un
isomorphisme i, de T*M dans T,M. On peut alors associer a la métrique g
un Hamiltonien H sur T*M donné par H(x, () = gx(ix({),x(¢)), ainsi qu’un
gradient symplectique X vérifiant d o H( ) = we (X, ). Les projections sur
M des trajectoires du flot ¢’ associé au champ X sont les géodésiques de la
métrique ¢. On peut faire la méme construction avec une métrique g’ dans la
classe conforme de g, et on obtient ainsi un Hamiltonien H’ et un gradient
symplectique X'. Comme ¢ et g’ sont conformément équivalentes, pour tout
x dans M et tout ¢ dans TM, les vecteurs i,(¢) et iL(¢) sont colin€aires,
et par conséquent, les lieux d’annulation de H et H' sont les mémes. Ils
consistent en une hypersurface singuliere X9 C T*M, qui est laissée invariante
par I'action des flots ¢' et ¢''. Notons que les points ol Xy est réguliere
sont exactement le complémentaire dans X, de la section nulle. Maintenant,
on remarque qu’en un point (x,() ou X, est réguliere, les vecteurs X(x, () et
X'(x,() sont tous deux orthogonaux, pour la forme w, a I’espace tangent en
(x,{) a Xo. Comme w est non dégénérée et que T( 2o est de codimension
1 dans T o (T*M), c’est qu’ils sont colinéaires. On en conclut que X et X’
sont toujours colinéaires sur X, puisqu’ils le sont sur un ouvert dense de 2.
Par conséquent, les trajectoires des flots ¢’ et ¢'' sur ¥, sont identiques en
tant que lieux géométriques, ce qui acheve la preuve. [

En fait, on peut étendre ce théoreme a d’autres cadres. Considérons
par exemple une variété complexe M munie d’une métrique riemannienne
holomorphe ¢ (c’est-a-dire d’un champ holomorphe de formes quadratiques
complexes non dégénérées sur M). On peut définir la classe conforme de
g comme l’ensemble des métriques de la forme Ag avec A\ une fonction
holomorphe de M dans C qui ne s’annule pas. Il existe de méme une notion de
g€odésiques pour la métrique g, qui seront des courbes a paramétre complexe
z = ¢(z). On définit les géodésiques isotropes comme précédemment. Avec
ces définitions, la démonstration du théoreme 3 s’adapte au cadre complexe
et on peut affirmer que les géodésiques isotropes de toutes les métriques de
la classe conforme de g sont identiques, en tant que lieux géométriques.

On peut maintenant énoncer le

COROLLAIRE 4. Une application conforme entre deux variétés pseudo-
riemanniennes (resp. entre deux variétés complexes munies de structures
riemanniennes holomorphes) M et N envoie les géodésiques isotropes de
M sur les géodésiques isotropes de N.
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