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£-2£2
r — uP avec 77

(4 - 6){l + 26)

ce qui est licite si l'on suppose 5 > 1/2. En reportant dans (17), il vient

^ + U-152^4-5*1+2^)] + unuUe/V+W « uv+*e

car le second terme est négligeable.

Nous avons ainsi établi le théorème 1.4.

7. Une question de Montgomery

Montgomery a posé dans [12] la question suivante (problème 45) :

Existe-t-il un nombre normal à quotients partiels bornés

Définition 7.1. Un nombre x G [0,1) est normal en base q où q est

un entier q > 2 si et seulement si la suite {(fx) est équirépartie modulo 1,

ce qui, via le critère de Weyl, s'écrit:

V k f 0, lim — e{kqnx) 0
N M 1N N

n<N

Le théorème de Borel établit que si q > 2, presque tout nombre (au sens
de la mesure de Lebesgue) est normal en base q. C'est le théorème ergodique
appliqué à la transformation x G [0,1) qx mod 1. Qu'en est-il en restriction
à un sous-ensemble de nombres irrationnels de [0,1) Un outil est le suivant:

THÉORÈME 7.2 (Davenport-Erdôs-LeVeque). Soit (sn) une suite d'entiers
et soit p une mesure de probabilité portée par [0,1) telle que

1
N

SSjqîSl ~ < 00 '
N> 1 m,n=l

pour tout entier k f 0, alors pour ß-presque tout x G [0,1), la suite (snx)

est équirépartie modulo 1.

Démonstration. Fixons k f 0. Notons ^ J2u<n e(ksnx), et

In,1c / \ SN,k{x)\2dp{x). L'hypothèse n'est autre que

E^T<+to> Vfc^o.
N> 1

Nous utilisons un lemme classique sur les séries :
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LEMME 7.3. Soit (.xn) une suite de réels > 0 telle que J2n>oxn/n < 00*

Alors il existe une suite d'entiers (Nr) telle que:
a) Y,rXNr < 00 >'

b) limrNr+x/Nr 1.

Nous omettons provisoirement l'indice k et nous appliquons le lemme à

la suite (/#). Il existe une suite (Nr) telle que

53 /w'- [53\SNr<oo

r
J

r

En particulier, ]Pr |Sjvr(x)|2 < oo //-presque partout et S^r(x) -A 0 //-presque
partout. Maintenant nous interpolons :

Si Nr < N < Nr+u on a: NSn - NrSNr m ENr<n<N e(ksnx) et

\NSn- NrSNr\ <T,Nr<n<N1 — N — Nr < Nr+i - de sorte que

N\Sn\< Nr\SNr\ +Nr+l-Nr et \SN(x)\ < |%(*)| +
Nr+i' ~

I\r
Par la propriété b) du lemme, Sn(x) tend vers 0 pour //-presque tout x,

ce qui prouve l'équirépartition modulo 1 de la suite (snx) pour //-presque
tout x.

COROLLAIRE 7.4. Soit X un ensemble de réels portant une mesure de

probabilité // telle que ß(n) 0(\n\~5) où ö > 0.

Alors, pour toute suite (sn) strictement croissante d'entiers, la suite (snx)

est équirépartie modulo 1 pour // -presque tout x G X.

Démonstration. Il suffit de vérifier les hypothèses du théorème 7.2 avec

sn et // la mesure portée par X. Or si k / 0,

N

^ ^ A(k(sn ^m)) N y ^ ß(k(sn — sni))

m,n= 1 m,n<N, m^én

< N +CIm:n<.N, m^n
N m— 1

<AT + 2C^y]|fe-Äm)|-L
m—2 n= 1

Lorsque m > n, sm sn — sm sm—\ -f- sm— \ • • • -f- — sn ^ m — n, et
N N m-1

\ß(k(Sn - ^m))| < N + 2C ^2 ~~ n^~Ô ' maintenanb
m,n= 1 m=2 tî=1
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N m—1 N m—1

Y Y(m-n^~s Y Yn~s
m—2 n=1 m=2n=l

A-l
<NY0(N2-5).

n= 1

Finalement Ejv>i p- Lm,n=i |AW>« - */»))t < 00 puisque >0.

Nous en déduisons le résultat suivant qui contient celui de Baker:

COROLLAIRE 7.5. SozY 4. wn ensemble fini d'entiers > 1 contenant au
moins deux éléments; il existe une infinité de x G F(A) normal en toute base

dès que la dimension de Hausdorff de F(A) est > 1/2.

Démonstration. Soit 1/2 < ô < dinihF(^l), 0 < 5 et un

entier > 2. Il résulte du corollaire 7.4 appliqué avec sn qn et ß /jl£j&

la mesure de Kaufman portée par F(A), donnée par le théorème 1.4, que
l'ensemble

Afq {x e F(A) normal en base q }

est de mesure pleine pour la mesure de probabilité ß. Ainsi ß( p| Afq) 1

q> 2

d'où le corollaire.

8. COMMENTAIRES ET QUESTIONS

Les mesures de Kaufman ainsi construites possèdent deux propriétés

importantes : le comportement hôldérien de la fonction de répartition et le

comportement asymptotique précis de la transformée de Fourier. En fait la
seconde propriété, fondamentale ici, découle en partie de la première, mais

le comportement hôldérien joue un rôle primordial dans l'approche de la

conjecture de Littlewood par Pollington & Velani [14].
Les ensembles F(A), \A\ > 2, sont donc des ensembles de multiplicité

stricte, lorsqu'ils possèdent une dimension de Hausdorff > 1/2. On peut se

demander si la borne 1/2 est infranchissable ou si elle relève au contraire
de la construction. La propriété pour un ensemble d'être de multiplicité peut
paraître stable: un résultat fameux de Salem & Zygmund (voir [10]) établit,

pour des ensembles de type Cantor à rapport de dissection £, l'équivalence:

E est de multiplicité ^ S
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