Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 49 (2003)

Heft: 3-4: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: ANALYSE DE FOURIER DES FRACTIONS CONTINUES A
QUOTIENTS RESTREINTS

Autor: Queffélec, Martine / Ramaré, Olivier

Kapitel: 4. Une mesure spéciale

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-66692

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 17.10.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-66692
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

FRACTIONS CONTINUES A QUOTIENTS RESTREINTS 341

ce qui nous garantit que

Log | A]
2(Log N + Log 1—+§£)

Cette minoration nous montre en particulier que cette dimension est strictement
positive.

Notons dans 1’autre sens que d = dimy, F(A) < 1/2 pour certains alphabets
A, par exemple A = {1,4}. Cela résulte de la remarque suivante: s’il existe
des m arbitrairement grands pour lesquels %,(c) < 1, alors o > d; dans le
cas contraire, en effet, puisque lim, o, = d, @ < oy et Zp(a) > Zp(ay,) =1
pour m assez grand. Par ailleurs dés que %,(a) < 1 pour un m fix€, nous
avons Xy,(a) < 1 pour tout k¥ > 1. En prenant m = 6 dans I’exemple
précédent, nous obtenons alors d < 0.492.

4. UNE MESURE SPECIALE

Dans la construction de la mesure qui nous intéresse, nous allons éliminer
du support les points pour lesquels Log O, est trop loin de sa valeur moyenne,
auquel cas les deux structures considérées sur F(A) seront vraiment similaires.

Soit § < dimy, F(A). Le théoreme 3.1 et la définition de la dimension de
Hausdorff nous assurent que

lim %,(0) = lim Z Z Omlai,a, . ..,am) " %° = 4+00;

m— o0 m—o0o
(ZIEA amEA

nous pouvons trouver m assez grand pour que X,(6) > 8. Fixons provisoire-
ment m ainsi et regardons F(A) comme formé a partir des blocs A™.

Nous munissons le bloc A™ de la mesure de probabilité discréte v, = Um,§
définie par

Un({@1, ..., am}) = Om(ar, aa, . . . ,apn) "2 /Z0(5).

Soit alors mo,(d) la moyenne de Log Q,,(ay, as, .. ., a,) pour cette mesure.
Comme

(7)  Log Qu(ai,az,...,am) > LogQu(1,1,...,1) > (m — 1) Log V2

nous avons mo,(8) > (m — 1)Log+/2.
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Notons

Yl — Qm(a17a27' .- 7am)7 Y2 — Qm(am—l-laam—l-Z,- .. ;a2m)7 sex

Les variables (Y;); forment une suite de variables indépendantes équi-
distribuées sur 1’espace Q = (A™N" muni de la mesure de probabilité:
P=v,xv, x..

Par la loi faible des grands nombres, pour € > 0 nous pouvons trouver
Jo = jo(m, ) tel que pour j > jo : |

1 1
P(l]—,(Log Yy +LogY,+---+LogY;) — E(Log Yl). % EE(LOgY1)> > 5

Par conséquent, a 1’aide du lemme 2.3, pour j > jo,

|L0g Qjm(al7a27 S aajm) _Jmam(5)| S €]me(5) + (] - 1)L0g2

.
< (8 +J271—)Jm0m(5)

sur un ensemble E = E(g,jp) de "P—mesure > %; en prenant m > 1/2¢

(ce qui fixe jo en fonction de €) et en posant Jy = jom, nous obtenons sur E
) |Log Oj(ai,az, . ..,a5) — Jou(0)| < 2eJ0,(6)

pour tout J > Jy et divisible par m.

Jo étant fixé, nous regardons cette fois F(A) comme construit autour
des blocs A% . Soit v la mesure de probabilité induite sur E par la mesure
Um X +++ X Up. La mesure p qui convient est x{°v, obtenue en prenant des

Jo
copies de v sur chaque facteur A”.

Puisque Qp(ai,az,...,an) = Ow(am,am—1,...,a1), la mesure discrete
v, est invariante par la transformation (ai,...,an) — (am,...,a1) et par
définition des variables Y;, I’ensemble

1
E={|-(Log¥ +Log¥: + - + Log¥) — E(Log Y1) < eE(Log 1)}
j

est a son tour invariant par la transformation (ai,...,ajm) — (Gjm,...,a1).
I1 ressort alors de la construction que v est invariante par la transformation
(a1,...,a5) = (aj,,...,a1); enfin p est invariante par la transformation
(ay,...,ay) — (ay,...,a;) pour tout J multiple de Jy.

Nous retiendrons en particulier de cette construction:
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PROPOSITION 4.1. Pour tout € > 0 et 1/2 < § < dimy F(A) nous pouvons
trouver m, Jo multiple de m et une mesure de probabilité 1 sur F(A) tels
que :

a) u) <c|l % I intervalle de [0,1), ot ¢ >0
et, pour tout J divisible par Jy,

b) p est invariante par la transformation (ay,...,a;) — (ay,...,a1),

c) Q1% > 0;(x) > Q'7%, Q' > 0, 1(x) > Q'7*/(2N) p-presque
stirement, avec Q = exp(Jo,,(9)).

Des mesures vérifiant la propriété a) se rencontrent souvent en théorie de
la dimension et permettent d’obtenir une borne inférieure pour celle-ci via le
théoreme de Frostman (cf [10]).

Démonstration. 1l reste a établir la propriété a) qui va découler du

lemme 2.2. Soit I = [t,¢t + h]. Quitte a décomposer [ en petits intervalles

disjoints, nous pouvons supposer i < ﬁi?i Par le lemme 2.2, [ est contenu

dans le cylindre s’appuyant sur ap,...,d,, 1 < @ < N, avec de plus
Qe(@y, .. .,dg) > (N +2)~'h=1/2,
Si ’entier p est tel que pJo < £ < (p + 1)Jp,
Qpuy(@1, - -, lpsy) > Ch™!/?

ou C est indépendant de A, et par 1’inégalité (6),
~ o A o -~ -~ ~
Qp]o(ala <. 7apJ0) S 2 Qm(ala <o 7am) T Qm(a()\—l)m+l> v % 7a)\m) )
avec pJy = Am. Nous en déduisons
(9) Qm(ah v >Zlm) o Qm(a()\—l)m—}—ly R >a)\m) Z Cz_Ah_l/z .

Maintenant, en notant C(as,...,04) le cylindre s’appuyant sur o, ..., o4,
nous pouvons majorer

P(C(ay,...,a0) < P(C(@y,...,dy))
= Un(C(a1, - ., @) - - Vn(C@A—1ymt1 - - -y Grm))
= 0@, -, 8m) ™ - Q@ 1 - -5 )2 Ea(6)
< CT2p8y 5y
d’apres I’estimation (9).

Rappelons que v est la mesure de probabilité induite sur E par la mesure:
Un X - XUy et que P(E) > 1/2, oi E ne dépend que des J, premilres

-~

Jo
variables. Il en résulte que
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V(C(Ell, <. 7ZlJ0)) S 2(1/m X X T/@)(C(Ell, <. 751./0));

N

Jo
nous en déduisons que
(C @y, ..., ps)) < Pvm(C@1, - - -5 Gm) -+ Vi C@A=1ymt1 - - - 5 GAm))
< C—2522>\5+pzm(6)—)\h5 )

Pour finir, nous remarquons que 222977 = 2A23+1/j0)  pujs que 220+1/0) <
8 < X,(6) par choix de m. [

5. INTEGRALES OSCILLANTES

Nous établissons trois lemmes sur des intégrales oscillantes. Les deux
premiers portent sur la mesure de Lebesgue alors que le dernier est une idée
originale de Kaufman.

LEMME 5.1. Si f est C* sur [0,1], vérifie |f/(t)] > a et |f"(t)] < b,
alors nous avons

1 b
<-4,
~a a*

1
/ e(F(D)di
0

avec la notation usuelle e(x) = exp(2imx).

Il s’agit 1a d’une version intégrale modifiée du lemme de Kuzmin-Landau,
aussi ce que ’on nomme de facon informelle «le critre de la dérivée
premiere ».

Le second lemme s’applique lorsque f'(f) s’annule dans l’intervalle en
question.

LEMME 5.2. Si f est C* sur [0,1] et f'(t) = (at + B)g(t) oi g vérifie
lg(0)| > a et |g'(®)| < b avec b > a, alors nous avons

1
/ e(F@)dt| < 6
0

a3/2|a|1/2 )

Classiquement, la méthode de la phase stationnaire donnerait une contri-
bution de 1’ordre de 1/+/f"(—B/a), lorsque b/a est de ’ordre de 1, et c’est
bien ce que donne notre lemme. '

Le dernier lemme permet de comparer 1’intégrale d’une fonction par rapport
a deux mesures distinctes.
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