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ce qui nous garantit que

v Log 1^1
dimh F(A) > r^TT •

2(LogjV + Log^)
Cette minoration nous montre en particulier que cette dimension est strictement

positive.
Notons dans l'autre sens que d dimhFÉA) <1/2 pour certains alphabets

A, par exemple A {1,4}. Cela résulte de la remarque suivante: s'il existe

des m arbitrairement grands pour lesquels Itn(a) < 1, alors a > d; dans le

cas contraire, en effet, puisque limm am d, a < am et Xm(a) > lLm(am) 1

pour m assez grand. Par ailleurs dès que Zm(a) < 1 pour un m ûxé, nous

avons < 1 pour tout k > 1. En prenant m 6 dans l'exemple
précédent, nous obtenons alors d < 0.492.

4. Une mesure spéciale

Dans la construction de la mesure qui nous intéresse, nous allons éliminer
du support les points pour lesquels Log Qm est trop loin de sa valeur moyenne,
auquel cas les deux structures considérées sur F(A) seront vraiment similaires.

Soit ö < dim^F(A). Le théorème 3.1 et la définition de la dimension de

Hausdorff nous assurent que

lim Lm(<5) lim V" • • • V" +00 ;
m—>00 m-A-OO z' z z

Ü\EA a,n£A

nous pouvons trouver m assez grand pour que 1^(6) > 8. Fixons provisoirement

m ainsi et regardons F(A) comme formé à partir des blocs Am.

Nous munissons le bloc Am de la mesure de probabilité discrète vm vm^
définie par

5 • • • i ^rajO Qmißl i • • • •>
^-m) /Lm((5)

Soit alors mam(ô) la moyenne de Log Qm(aua2i..., am) pour cette mesure.
Comme

(7) LogQm(aua2, ,am)>LogQm(\.: 1,..., 1) > (m - l)LogV2

nous avons mam(5) > (m — 1 Log \/2-



342 M. QUEFFÉLEC ET O. RAMARÉ

Notons

Y\ Qmiß 11 Q>2i • • • 5 &m) 5 ^2 — ôm(^m+l 5 ^m+2? • • • 5
^2m)

5 • • • •

Les variables (Y/)y forment une suite de variables indépendantes équi-
distribuées sur l'espace Q (^4m)N* muni de la mesure de probabilité:
JE* — vm x um x

Par la loi faible des grands nombres, pour e > 0 nous pouvons trouver

h =jo(m,£) tel que pour j > j0 :

p(| y(Log Yi+ Log Y2-\h Log Yj)-E(Log | < £E(Log

Par conséquent, à l'aide du lemme 2.3, pour j >7o,

|Log Qjm(fl\,«2, • • •, ajm) - jrnam(ô)|< £jmam(ô) + 1)Log 2

< {£ + jm<Jm(S)

sur un ensemble EE(e,jo) de P-mesure > ; en prenant m > 1 /2e
(ce qui fixe jo en fonction de s) et en posant Jo — jom, nous obtenons sur E

(8) |LogQj(ai ,a2Jam(ô)\<

pour tout J > Jo et divisible par m.
Jo étant fixé, nous regardons cette fois F(A) comme construit autour

des blocs AJ°. Soit v la mesure de probabilité induite sur E par la mesure

vm x • • • x vm. La mesure li qui convient est x ?° v, obtenue en prenant des
y >

jo

copies de v sur chaque facteur AJ°.

Puisque Qm(a\, <22,..,, am) — Qm(ami am-\ 5,.., a{)f la mesure discrète

vm est invariante par la transformation (ai,...,am) (am,...,ai) et par
définition des variables Yj, l'ensemble

E{I j(Log Fi + Log F2 + • • + Log Yj)- E(Log | < eE(Log Yß}

est à son tour invariant par la transformation (01,... ,a/m) (,ajm,... ,a\).
Il ressort alors de la construction que v est invariante par la transformation

(ai, • • •,aj0) —> (a/0,..., a\) ; enfin /z est invariante par la transformation

(a\,... p a/) —> (a/,..., ai) pour tout J multiple de Jq

Nous retiendrons en particulier de cette construction:
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Proposition 4.1. Pour tout e > 0 et 1/2 < S < dimhFVl) nous pouvons
trouver m, Jq multiple de m et une mesure de probabilité p sur F{A) tels

que :

a) pif) < c\lf, I intervalle de [0,1), où c > 0

et, pour tout J divisible par Jq,

b) p est invariante par la transformation (ai,... a/) —> (a/,...,ai),
c) ö1+2e > Qj(x) > Ql-2£, Ql+2£ > Qj-iix) > Ql~2£/(2N) p-presque

sûrement, avec Q exp(7crm(5)).

Des mesures vérifiant la propriété a) se rencontrent souvent en théorie de

la dimension et permettent d'obtenir une borne inférieure pour celle-ci via le

théorème de Frostman (cf [10]).

Démonstration. Il reste à établir la propriété a) qui va découler du

lemme 2.2. Soit I [t, t + h]. Quitte à décomposer I en petits intervalles

disjoints, nous pouvons supposer h < ^p2. Par le lemme 2.2, / est contenu
dans le cylindre s'appuyant sur ai,...,a^, 1 < àj < N, avec de plus
Qe(à\, > (N + 2)-1/z-1/2.

Si l'entier p est tel que pJo < t < (p + 1)70,

Qpj0(ài,...,âpJa)>Ch~l/2

où C est indépendant de h, et par l'inégalité (6),

QpJo&U • * * 5 Opjf) ^ 2 Qmiß-l•> • ' • i O-m) * * * Qrn(ß{\ — l)m-fh • • • 5 d\m) j

avec pJo Xm. Nous en déduisons

(9) QmiPlf • • • àm) • • • Qm(fl(\— 1 )/;?.—J— 15 • • • 5 él\m) ^ C2 H ^

Maintenant, en notant C(ai,..., a*) le cylindre s'appuyant sur ai,..., otk,
nous pouvons majorer

P(C(ai,..., at)) < P(C(ai,..., aph))

vm(.C(ai,..., am)) • • • z/m(C(a(A-i)m+i • • • b\m))

Qmißl 5 • • • ^m) ' ' " Qm{d(\— l)m+l 5 • • • 1 d\m) ^Xm(ù) X

< C~2ô22X6hô'Zm(8)~x

d'après l'estimation (9).

Rappelons que v est la mesure de probabilité induite sur E par la mesure :

Ym x • • • x et que P(£") > 1/2, où E ne dépend que des Jq premières
jo

variables. Il en résulte que
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v{C{âi,... âj0)) < 2jvm x • • • x vm)(C{à15..., àjJ) ;

nous en déduisons que

• • • 5 ÙpjQ)) — 2Pvm(C(ßIi - • • 5 ^m)) ' ' ' ^m(C(^(À —l)m+l • • • ^Àra))

Pour finir, nous remarquons que 22XÔ+P 2A(2<5+1/^o), puis que 2(2<5+1^o) <
8 < Ew((5) par choix de m.

Nous établissons trois lemmes sur des intégrales oscillantes. Les deux

premiers portent sur la mesure de Lebesgue alors que le dernier est une idée

originale de Kaufman.

LEMME 5.1. Si f est C2 sur [0,1], vérifie > a et \f"(t)\ < b,
alors nous avons

avec la notation usuelle e(x) exp(2fo;).

Il s'agit là d'une version intégrale modifiée du lemme de Kuzmin-Landau,
aussi ce que l'on nomme de façon informelle «le critère de la dérivée

première».
Le second lemme s'applique lorsque fit) s'annule dans l'intervalle en

question.

LEMME 5.2. Si f est C2 sur [0,1] et fit) (at + ß)g(t) où g vérifie
\git)\ > a et \g'{t)\ < b avec b > a, alors nous avons

Classiquement, la méthode de la phase stationnaire donnerait une contribution

de l'ordre de 1 /^/f"i~ß/a), lorsque b/a est de l'ordre de 1, et c'est
bien ce que donne notre lemme.

Le dernier lemme permet de comparer l'intégrale d'une fonction par rapport
à deux mesures distinctes.

< C~2522X5+pI.m(Srxhö.

5. Intégrales oscillantes
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