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Ce théorème est la conséquence facile du théorème suivant, qui annonce

l'existence d'une mesure de Kaufman sur F(A) pour un tel alphabet.

THÉORÈME 1.4. Soit A un ensemble fini d'entiers > 1. Nous supposons

que A contient au moins deux éléments et que la dimension de Hausdorff de

l'ensemble F(A) est > \. Soit e>0 et \ < 5 < dimhF(A). Il existe une

mesure de probabilité p sur F(A) et deux constantes > 0, C\ et C2, telles

que

• pour tout borélien S, p(S) < ci(diamS)'5 ;

• pour tout u > 0, | fi(u)\ < c2( 1 + \u\)v+S£ avec rj (2<f+i)(a-ô) •

L'article est construit comme suit: après des rappels sur le développement

en fraction continue et les ensembles F(A), nous reprenons en grande partie
la construction de Kaufman en l'adaptant à notre propos pour établir le

théorème 1.4, puis nous en déduisons le théorème 1.3 par une démarche

classique désormais (voir aussi [13],[14]) et qu'utilisait déjà Baker [1].

Soit N > 2 et A un ensemble fini d'entiers c [1,...,A] contenant au

moins deux éléments.

Nous nous intéressons à l'ensemble F(A) des irrationnels de [0,1) dont
le développement en fraction continue [0;ai,<22,... ] est tel que at G A pour
tout i > 1.

Si x [0; ai,e2,...] e F(A), notons ^ := g- - [0;ax,a2, ...tak] la
£-ième réduite de x ; nous avons ainsi P0 0, Qo 1, Pi 1 et Q\= a\.
Pour exprimer les Pk et Qk, il est commode d'introduire les matrices de

déterminant —1

2. Les ensembles F(A)

Alors

(1)

Il ressort de ces récurrences que Pk(x) et Qk(x) sont en fait des polynômes
en au... ,ak,liés par la relation Pk~\Qk-Q-(-1)^. Par transposition
dans (1), il vient:
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(A) Qk(ß 1 • • • 5 &k) Qkißki • • • 5 ^l)
et

(3) at) Qk-\(ak, ..mû2)j
d'où

(4) =; [0;afc,
Qk

Cela signifie que deux dénominateurs consécutifs contiennent tout le passé de

la fraction continue.

Les réduites fournissent de bonnes approximations rationnelles de x et

nous retiendrons

(-1)*
(5) x

Qk 1 Qk + Qk-1 Qk

où

^+i [<Zfc+i; 0h-2> • • • ] •

Enfin remarquons que F(A) admet un plus petit et un plus grand élément :

le plus petit admet comme fraction continue la suite périodique répétant N: a

où N est le plus grand élément de A et a est son plus petit élément, alors

que le plus grand lui répète a,N. Il s'agit donc, pour le plus petit élément,
de la solution de

x(N H T-) 215 1

x + a

qui est > alors que le plus grand est < ^ W+i
L'ensemble F(A) peut être regardé comme sous-ensemble de R, avec

sa topologie et sa mesure, ce que nous nommerons la structure linéaire,

ou bien comme un produit infini ^4N qui est naturellement muni d'une

structure profinie. Les morphismes qui passent d'une structure à l'autre sont

respectivement et trivialement l'application qui à un nombre »associe son

développement en fraction continue et l'application qui à un tel développement
associe un réel.... Ces deux structures se ressemblent beaucoup

LEMME 2.1. Soit x et y de F(A). Supposons az(x) afy) pour i variant
de 1 à k. Alors

N2

et si ak+ i(x) / ak+\(y), alors
1

\x~y\> N(N + 2)Qk+l(x),2
'
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Démonstration. En effet, puisque Q/(x)— Qj(y) >
1 <7 < Par (5)>

_ _
(—i)^(yfe+i -Xk+i)

^ (**+iß* + Ô^-iXji+iôfc + Qk-x)

et

Ä+iß* + Qk-1 < + l) Kn«ß* + Ôn) <

alors que d'un autre côté

yk+lQk + Qk— 1 > ~ ^ 1 Môfc + ôfc-l) > —Qk+l(x) •

Il nous reste à minorer [y^+i — *fc+i1 sous la seule hypothèse ak+i(x) ^ a&+i(y)

(mais aussi 1/j% G F(iV)). Le pire qui puisse arriver est que xk+\ soit le plus

grand possible par rapport à ak+ i(x), que ak+\(y) ak+\(x) + 1 et que yk+\
soit le plus petit possible. Leur différence serait alors minorée par

VN2+ 1 y/2 ^
1

N+ 1 N + 1 - N

car 1 - >0 si N > 1, et Ny/2 > N + 1 si TV > 3. Il suffit alors de

vérifier l'inégalité pour N — 2.

LEMME 2.2. Soit t et h > 0 des réels. Supposons que h < (N + 2)_1.

Alors il existe t > 1 fq,..., an des entiers entre 1 et N tels que

t <x < t + h => cii{x) — ai (i e {1 ,...,£}).
De plus Quiai, *.. ,ät) > (N + 2)~lh~1/2.

Démonstration. La preuve est essentiellement contenue dans le lemme

précédent. En effet, comme Qk+1 est borné, l'existence ne pose pas de

problème. Il nous suffit alors de prendre t maximal, i.e. tel qu'il existe deux

points x et y avec at+\{x) ^ a^+i(y) et le lemme précédent conclut.

Si nous désignons par T le shift unilatéral sur F(A) considéré comme
sous-ensemble de AN*, de sorte que Tx := T[0; a\, a2>... ] [0; «2? a3> • • • ] »

la fonction (n,x) Mn(x) est un cobord matriciel pour T au sens où:

Mk..,(.<•)- Me(,soit

JVm-IW ß*+i-iW\ „ pVi(r**) ßfc_i(x)\
/>*+«(*) Qk+dx))\ Pe(Tkx)J Pt(jc) Qk(x) '
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d'où l'on tire

Qk+e(x)Pt(A)ÔnW +

d'où l'encadrement, puisque Pj< Qj pour tout j,

(6) 1 < — Qk+e(x)—^ 2
Qi(Tkx)Qk(x)

En nous souvenant que Pfix) et Qfix) ne dépendent que des j premiers
quotients partiels de x, nous avons montré

LEMME 2.3. Si tous les ^ sont au moins égaux à 1, la différence

Log Qk+e(ai,..., ak+i) - Log Qk{ax ,...,ak)- Log Qt(ak+1,..., a*+*)

est en valeur absolue inférieure à Log 2.

3. Dimension de Hausdorff

Les ensembles F(A) sont tous de mesure de Lebesgue nulle, mais de

dimension de Hausdorff > 0. Good [4] a montré le résultat suivant :

THÉORÈME 3.1. Soit A un ensemble fini d'entiers > 0. Soit m > 1. Soit

&m,A > 0 la solution en a de

S2 53 ' °• ' a">)~2a -1 •

aieA ameA

Alors la limite de am^ quand m tend vers l'infini existe et vaut la dimension
de Hausdorff de F{A) muni de la métrique induite par la distance sur R.

En fait, la preuve qui mène à ce résultat est très instructive. En notant

^ ^ ^ ^ Qm(ß 17 ^21 - ' ' t &m)

a\eA ameA

nous constatons en utilisant (6) que < Em(a)E^(a). Par ailleurs Xm(a)
décroît en a et par conséquent, si Xm(cu) > 1, alors > ai. Or

Zm(a) > ^V-2maF-2a|^r

où Fm est le ra-ième nombre de Fibonacci. Nous souhaitons donc avoir

-2(LogN + — Log Fm)a + Log \A\ > 0
m
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