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20 G. CAPITANIO

Corollaire. Pour tout T > 0 fixé, AT admet une unique fgqi S(t, q\ £)

(modulo les opérations d'équivalence (i) et (il)), telle que son graphe restreint
à t — 0 coïncide avec le graphe de la donnée initiale uq

Dans la suite, S sera toujours une telle fgqi.

Démonstration. Soit S(t,q\£) l'unique fgqi de Ar. Or, cette fonction est

une primitive de la forme de Liouville pdq de Ao :

dS(0, q\ Uq)) du0(q) dq

où 0(0 est le seul point critique de £ So(q\Q. Par conséquent il existe

une unique constante C telle que S := 5 + C vérifie S(0, #;£o(0) wo(0

pour tout q £ Q.

Remarque. On peut construire une famille génératrice globale de la

solution géométrique A comme suit. La fonctionnelle d'action f pdq — Hdt
est une famille génératrice formelle (l'espace de paramètre étant de dimension

infinie) de A. En utilisant une méthode de point fixe, proposée par Amann-

Conley-Zehnder, on obtient une vraie fonction génératrice, voir [Car].

2.3 La solution de minimax

Soient t > 0, q G Q et 5(f, q; <0 la fgqi de la solution géométrique tronquée
AT, pour T > t. La fonction £ i-A S(t,q;Ç) est quadratique à l'infini, donc on

peut lui associer le niveau critique de minimax, étudié au §1.3.

Définition (Chaperon). On appelle solution de minimax de (PC) la
fonction

u(t, g) := min max{£ S(t, q; £)}

Remarque. L'autre solution que l'on peut construire avec ce même

argument (cf. [Cha]), la solution de max-min est, pour le Théorème 1.9,

la même solution.

M. Chaperon ([Cha]), T. Joukovskaïa ([Jou]), C. Viterbo ([Vi2]) ont étudié

les propriétés de cette fonction; en particulier Joukovskaïa a classifié les

singularités génériques de u en dimension petite (dimQ < 2).



CARACTÉRISATION GÉOMÉTRIQUE DU MINIMAX 21

THÉORÈME 2.2 (Chaperon). La solution de minimax est une solution

faible1) de (PC), lipschitzienne sur chaque intervalle compact [0, T], et

indépendante du choix de la fgqi.

Remarque. Pour le Théorème 1.8, on peut supposer, sans perte de

généralité, que la solution géométrique de (PC) soit générique. Dans ce

cas l'ensemble 7r(X)UMA est de mesure nulle.

Démonstration. Soit A générique. La continuité de la solution de minimax

u est une conséquence immédiate de la stabilité du minimax par petites

déformations. En effet, fixons un point Co,<?o) de l'espace-temps et un e > 0.

Pour tout (t:q) assez proche de (to,qo), la fonction £ 5(f, #;£) est

une perturbation de £ 5Co,#oî£) aussi petite que l'on veut. D'après le

Théorème 1.8, on déduit que \u(to,qo) — u(t, q)\ < e.

Les autres propriétés de la solution de minimax sont simples à démontrer;

on renvoie pour les détails aux travaux déjà cités.

Soit (r0, qo) ^ Ma, t0 > 0. Par le théorème de la fonction implicite il
existe un voisinage IX de (to, qo) dans ]0, Too[xQ où le point critique libre de

£ i-A 5(t, q\ £) est une fonction £(t, q) de classe C1, définie par d^S(t, q\ £) 0.
Alors pour tout (t, q) G IX on a u(t, q) S(t,q;f(t,q)), donc u est de classe

C1, et vérifie l'équation de Hamilton-Jacobi; en effet

dtu(t, q) dtS(t, q\ £(t, q)), dqu(t, q) dqS(t, q; £(t, q))

et par définition de fgqi on a dtS(t,q\f(t,q)) + H(t,q,dqS(t,q\f(t,q))) t= 0.

Donc, en dehors de l'ensemble de Maxwell de A, m est dérivable et vérifie

l'équation de Hamilton-Jacobi. La solution de minimax satisfait la donnée

initiale, parce que l'on a choisi la fgqi de la solution géométrique telle que
5(0, q; £o(#)) uo(q), où £o(q) est le seul point critique de £ ha 5(0, q\ £).

Pour tout 0 < T < Too, w|[o,r] e$t lipschitzienne: en effet H et uo sont

lipschitziens, donc en un temps fini les espaces tangents aux fronts d'onde ne
sont jamais verticaux.

On déduit enfin du théorème de Viterbo que u ne dépend pas du choix
de 5 parmi les fgqi de A telles que 5(0, q\ f(q)) uo(q).

Remarque. Viterbo a montré que les mêmes résultats restent vrais

pour hamiltoniens et données initiales seulement lipschitziens, voir [Vi2].
On approche H et u0 par des suites de fonctions {Hn}neN et {Mo,n}neN>

7) C'est-à-dire u est continue et presque partout dérivable, et en ces points vérifie l'équation
de Hamilton-Jacobi ; de plus u satisfait la donnée initiale.
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suffisamment régulières, convergentes vers H et uo respectivement. Pour

chaque ne N on construit la solution de minimax un du problème de Cauchy
de hamiltonien Hn et donnée initiale (mqjW) ; il suit que la limite limn_^+00 un

est la solution de minimax du problème de Cauchy de hamiltonien H et
donnée initiale uq.

3. Caractérisation géométrique de la solution de minimax

3.1 Notations j

Soit 7°R {(#, z)} — R2 l'espace des jets d'ordre 0 sur R, 7To : /°R -A R j

la projection naturelle (q,z) q. Un front d'onde dans 7°R est la projection |

dans J°R d'une courbe legendrienne de JlR {(q,z,p)} — R3 par
7Ti : (q,z>p) i->- (q,z). Pour un front générique, les seules singularités possibles j

sont des cusps et des auto-intersections transverses.

Soit F un front de J°R. On appelle section de F toute partie connexe j

maximale a qui est le graphe d'une fonction x<r : tto(<j) -A R de classe C1 j

par morceaux. Une branche de F est une section de classe C1. j

Un front est long si, en dehors d'un compact de R, il est le graphe
d'une fonction, plat si sa tangente n'est jamais verticale. On peut dans ce

cas coorienter le front en fixant en tout point le vecteur orthonormal dont la

coordonnée en z est positive. Si le front est ainsi orienté, on peut distinguer
deux types de cusp: montant, si en suivant le front, on passe d'une branche j

à l'autre en la direction de la normale fixée, descendent si on passe en la

direction opposée.

Deux courbes legendriennes de J1 R sont isotopes (par une isotopie
legendrienne) s'il existe un chemin de l'une à l'autre dans l'espace des courbes

legendriennes plongées de ^R. Pour la famille correspondante de fronts les

perestroikas qui interviennent génériquement sont montrés à la Figure 6;

il s'agit des projections des mouvements de Reidemeister pour les nœuds

relèvement des fronts dans l'espace de contact (voir par exemple [Ar3]) : queue
d'aronde (Q), pyramide (P), porte-monnaie (.B) et auto-tangence sûres) (J~).

Les auto-tangences dangereuses9) sont interdites car elles correspondent
à un point d'auto-intersection de la courbe legendrienne dont le front est la

projection. Pour un front plat toutes les auto-tangences sont dangereuses.

8) Au point d'auto-tangence la coorientation des deux branches est opposée.

9) Au point d'auto-tangence la coorientation des deux branches est la même.
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