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(3) L’ensemble de Maxwell d’une sous-variété lagrangienne générique est
une hypersurface stratifiée (c’est-a-dire une réunion finie de variétés lisses, les
strates, connexes par arcs, deux a deux disjointes, telles que la fermeture de
chaque strate est la méme strate et une réunion finie de strates de dimension
plus petite), voir [Ar2]. ’

(4) La caustique et I’ensemble de Maxwell d’une sous-variété lagrangienne
générique ont mesure nulle.

2.2 LA SOLUTION GEOMETRIQUE DE (PC)

Considérons le probléme de Cauchy pour 1’équation de Hamilton-Jacobi
sur une variété Q (sans bord, mais pas forcément compacte) de hamiltonien
H : [0,4+00[xT*Q — R de classe C? dans ]0,+oo[xT*Q et continue au
bord, et donnée initiale uy: Q — R de classe C!:

- {&u(z‘, q) + H(t,q,0,u(t,q)) =0, Y 1>0, g€ 0

u(0,q) = uo(q), VgeQ.

Dans cette section on construit une sous-variété¢ lagrangienne du fibré
cotangent de I’espace temps, la solution géométrique de (PC). Le théoreme
de Sikorav-Viterbo permet de lui associer une “unique” fgqi S(z, q; £). Cette
fonction est définie a une constante additive prés; une fois cette constante
convenablement fixée, S est une solution, en générale multivoque, de (PC).
Son graphe ©)

{(t,9,5(t,4;8) | 9eS(1, 45 ) = 0}
est le front d’onde de la solution géométrique.

Dans la prochaine section on utilisera la méthode de minimax pour choisir
en tout point (f,g) un unique point critique de & — S(z, g; €) ; on obtiendra de
cette maniere une section du front, qui s’avere étre le graphe d’une fonction
bien définie, solution faible de (PC).

Sur le fibré cotangent T°Q = {(q,p)}, muni de la forme symplectique
canonique dp A dg, le champ hamiltonien Xy = (0,H, —0,H) induit le flot
¢: [0, +0o[XT*Q — T*Q. Ses composantes ¢'(g,p) = (§(t), p(t)), que I’on
appelle les caractéristiques de Xy, sont les solutions des équations de Hamilton

{ 43y = B,H(t, §(t), pD))
4p(t) = —8,H(1, §(0), p(r)),
telles que g(0) =g et p(0) = p.

) Plus précisément, le contour apparent du graphe de S, projection le long de I’axe des .
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Soit Ag = {(g,duo(q)) | ¢ € Q} la sous-variété lagrangienne de 7*Q
engendrée par la donnée initiale, et A, := ¢'(Ag) son évoluée au temps ¢.

REMARQUES.

(1) La sous-variété Ay est isotope a la section nulle de 7*(Q, I'isotopie
étant engendrée par I’hamiltonien —uy.

(2) Chaque A, est isotope a la section nulle de 7*Q; en effet A; est
isotope a Ag par I’isotopie ¢, et les isotopies forment un groupe.

(3) Il s’ensuit que A, est exacte et, d’apres le théoreme de Viterbo, admet
une unique fgqi S«(q;§).

Considérons maintenant la variété “espace-temps” Q := R x Q, et son fibré
cotangent 7*Q = {(¢,¢; 7, p)}, muni de la forme symplectique dpAdg-+drAdt.
Le hamiltonien autonome XH(t¢,q;7,p) := 7 + H(t,q,p) engendre le flot
®: [0, 400[xT*Q — T*Q, de composantes

D*(t,q;7,p) = (t+5,4(t + ) 7(t + 5), Bt +9))

ol g,p sont les caractéristiques de Xy telles que g(r) = g et p(t) = p, et
7~-(lk) = _H<t7 Q(t%ﬁ(t)) .
Pour tout ¢ > 0, considérons I’application
i "0 —=T°Q,  (g,p) = (t,q:—H(1,4,p),p).

Un calcul direct montre que la variété que I'on obtient par la réunion des
courbes caractéristiques du flot @, sortant de iy(Ay),

A= ®(io(A) C T*Q,
50
est lagrangienne. De méme, pour tout 7 > 0 fixé, la sous-variét€é de 79
A= | ) @ (io(Ao)
0<s<T
est aussi lagrangienne.

DEFINITION. On appelle A la solution géométrique de (PC), et AT la
solution géométrique tronquée au temps T .

REMARQUE. Pour s fixé, ®° translate A d’un temps s le long les
caractéristiques, c’est-a-dire:
@* (i(Ar) = D 0 D (ig(Ao)) = @7 (io(Ao)) = ste(Asts)

(propriété de semi-groupe du flot).
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THEOREME 2.1. Pour tout T > 0, la solution géométrique tronquée au
temps T est isotope a la section nulle {(t,q;0,0) | —T <t <0,q9 € Q}.

AT

d-T(AT)

FIGURE 5

L’isotopie entre la solution géométrique tronquée et la section nulle

Démonstration. Puisque pour des temps petits 1l existe une solution
classique de (PC), 1l est facile de se ramener, par une isotopie, au cas
ou la solution géométrique A coincide avec la section nulle pour tout temps
inférieur a un certain ¢ > 0 assez petit. Alors pour tout # < ¢ < €, on a
H(t,q,p) = 0. On peut considérer I’extension suivante de H, de classe C?:

H(t,q,p), pour tout t>0, (¢,p) € T*Q,

H(t,q,p) :=
“r 0 pour tout £ <0, (¢,p) € T*Q.

Le flot ® engendré par H := 7+ H étend le flot ® 2 R tout entier. La
sous-variété lagrangienne

A= | @ Gio(A0))
SER

~de T*Q coincide avec A dans le demi-espace {r > 0} et avec la section nulle
~dans {t < O}. Par conséquent, pour tout 7 > 0 fixé, ®~7 est une isotopie
~entre AT et la section nulle (cf. Figure 5). [

| On peut ainsi appliquer le théoréme de Sikorav-Viterbo aux solutions
- géométriques tronquées de (PC).
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COROLLAIRE. Pour tout T > 0 fixé, AT admet une unique fgqi S(t,q;§)
(modulo les opérations d’équivalence (i) et (ii)), telle que son graphe restreint
a t =0 coincide avec le graphe de la donnée initiale uy.

- Dans la suite, S sera toujours une telle fgqi.

Démonstration. Soit S(z, g; &) T'unique fgqi de AT. Or, cette fonction est
une primitive de la forme de Liouville pdg de Ag :

dS(0, q; €0(q)) = duo(q)dq,

ot £y(q) est le seul point critique de € — So(g; €). Par conséquent il existe
une unique constante C telle que § := S+ C vérifie S(0, g; £0(9)) = uo(q)
pour tout g € Q. L[]

REMARQUE. On peut construire une famille génératrice globale de la
solution géométrique A comme suit. La fonctionnelle d’action [ pdq — Hdt
est une famille génératrice formelle (I’espace de parametre étant de dimension
infinie) de A. En utilisant une méthode de point fixe, proposée par Amann-
Conley-Zehnder, on obtient une vraie fonction génératrice, voir [Car].

2.3 LA SOLUTION DE MINIMAX

Soient t > 0,q € Q et S(¢, q; ) la fgqi de la solution géométrique tronquée
AT, pour T > t. La fonction £ +— S(z, g; ) est quadratique a I’infini, donc on
peut lui associer le niveau critique de minimax, étudié au §1.3.

DEFINITION (Chaperon). On appelle solution de minimax de (PC) la
fonction .

u(t, q) := minmax{& — S(t,q; &)} .

REMARQUE. L autre solution que l’on peut construire avec ce méme
argument (cf. [Chal), la solution de max-min est, pour le Théoreme 1.9,
Ia méme solution.

M. Chaperon ([Cha]), T. Joukovskaia ([Jou]), C. Viterbo ([Vi2]) ont étudié
les propriétés de cette fonction; en particulier Joukovskaia a classifi€é les
singularités génériques de u en dimension petite (dimQ < 2).
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