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L’EQUATION DE NAGELL-LJUNGGREN P ¥

par Yann BUGEAUD et Maurice MIGNOTTE

1. INTRODUCTION

Le présent travail fait le point sur 1’état actuel des connaissances concernant
I’équation diophantienne
x"—1

(1) I:yq, en entiers x > 1, y>1,n>2,qg>2,
x_

associée au probléme suivant: existe-t-il des puissances pures qui ne s’écrivent
qu’avec le chiffre 1 dans une certaine base x ?
L’équation (1) possede les trois solutions
35 —1 7r—1
=112 =20 et ——
3-1 | 18 — 1
et les travaux les plus récents conduisent a conjecturer que ce sont les seules.

18 -1

(S) =7,

CONJECTURE A. L’équation (1) ne possede que les trois solutions (S).

Compte tenu de 1’état actuel de nos connaissances, cette conjecture semble
par trop ambitieuse, alors que la suivante parait plus abordable.

CONJECTURE B. L’équation (1) ne possede qu’un nombre fini de solutions.

Dés a présent, il convient de souligner que des énoncés nettement
plus faibles que la Conjecture B demeurent des problémes ouverts. A titre
d’exemple, on ne sait toujours pas démontrer la finitude du nombre de solutions
de (1) lorsque g =35, ... et cela méme si I’on impose en plus a x d’étre un
cube !

Comme I’a montré Shorey dans son survol [46], 1a Conjecture B se déduit
de la conjecture abc, que I’on peut énoncer comme suit.
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Soit € > 0 un réel et soient a, b et c trois entiers sans diviseur commun
vérifiant a+b = c. Soit G le produit des diviseurs premiers (distincts) de abc.
Alors, il existe un réel k> 0, qui ne dépend que de e, tel que ¢ < kK G'1¢.

Il suffit en effet de réécrire (1) sous la forme
x—1pyl+1=x",

et de choisir € = 1/8, afin de déduire de la conjecture abc qu’il existe un
réel k1 > 0 tel que

(2) X< '/<cl (x X — 1)3))9/8 < K1 x9/4y9/8.
En outre, il découle facilement de (1) que y? < 2x*~! et donc

YIO=9/H/=1) o \n=9/4

que I’on combine avec (2) afin d’obtenir
(3) yq(n—9/4)/(n~1) < 2Ky y9/8 .

Les cas n =3 et n = 4 étant résolus (cf. ci-apres), on déduit de (3) une
majoration de y? par une constante numérique absolue. Ainsi (1) ne posséde
qu’un nombre fini de solutions... si la conjecture abc est vraie.

Le présent survol est organisé comme suit. Dans la partie 2, nous présentons
les premiers résultats relatifs a (1), qui sont dus a Nagell [36, 37] et a Ljunggren
[31]. Plusieurs décennies se sont alors écoulées avant que Shorey et Tijdeman
[47] n’obtiennent, comme conséquence des travaux d’Alan Baker [1, 2] sur
la théorie des formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques, de
nouveaux énoncés concernant (1), qui font I’objet de la troisiéme partie,
tandis que la partie suivante constitue une breve introduction élémentaire a la
- théorie de Baker. Nous présentons ensuite les différentes étapes de la résolution
complete de (1) lorsque x est égal a un carré, et montrons, dans la partie 6,
comment interviennent les formes linéaires de logarithmes p-adiques dans la
résolution de (1) lorsque x est fixé. En particulier, nous donnons les grandes
lignes de la résolution de (1) quand x est une puissance de 10. Les parties
7, 8 et 9 completent les résultats précédents et incluent en particulier une
extension du théoreme de Nagell et Ljunggren. La partie 10 est consacrée
a une généralisation de I’équation (1), associée a la question: existe-t-il des
puissances pures qui ne s’écrivent qu’avec le méme chiffre a dans une certaine
base x ? Dans la partie 11, nous examinons (1) lorsque x est négatif, avant de
mentionner, dans la derniere partie, deux problemes dans lesquels intervient
I’équation (1).
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2. LES RESULTATS DE NAGELL ET LJUNGGREN

[’énoncé suivant regroupe les résultats obtenus par Nagell [36, 37] puis
complétés par Ljunggren [31], qui traitent plusieurs cas particuliers de (1).

THEOREME 1. A [l’exception des solutions (S), I’équation (1) ne possede
aucune solution (x,y,n,q) si l'une des hypothéses suivantes est Vérifiée :

H g=2,

(1) 3 divise n,

(1) 4 divise n,

(iv) g=3 et n#5 (mod 6).

Les démonstrations sont élémentaires, en ce sens qu’elles ne font appel a
aucune autre théorie que I’arithmétique des anneaux Z[i] et Z[(1 + iv3) /2].
Elles sont cependant trop longues pour étre détaillées ici, et le lecteur intéressé
est invité a consulter 1’ouvrage de Ribenboim [40]. Pour (iii), nous mentionnons
simplement que si (x,y,n,q) est solution de (1) avec n = 2m, a > 1 et
m > 3 impair, alors il existe un entier y; divisant y tel que (x,y;,m,q) est
solution de (1). Les démonstrations de (i) et (i1) reposent sur un semblable
résultat de factorisation, qui s’avere d’ailleurs tres utile pour d’autres questions,
et dont nous reprenons ci-dessous un énoncé tres général obtenu par Shorey
[45]. Quant a (iv), sa démonstration fait appel a un résultat de Nagell [38].

NOTATIONS. On convient de noter (a,b) le plus grand diviseur commun
aux entiers a et b et de désigner par ¢ I’indicateur d’Euler. En outre, pour tout
entier n > 1, on note G(n) la partie sans facteur carré de n et Q, := ©(G(n))
le nombre d’entiers compris entre 1 et G(n) et premiers avec G(n).

THEOREME 2. Soit (x,y,n,q) une solution de (1) avec n impair. Si le
diviseur D de n vérifie (D,n/D) = (D, Q, /p) = 1, alors il existe des entiers
y1 et y, tels que yiy, =y et

Py —1 xP—1

L—-1 ot

_ 4
x—1 V2

Soit (x,y,n,q) est une solution de (1) avec n pair, et posons n = 2m.
Le cas n multiple de 4 étant couvert par le Théordme 1, on peut supposer
m impair et il est facile de voir qu’il existe alors un entier y; divisant y tel




150 Y. BUGEAUD ET M. MIGNOTTE

que x" + 1 = y?. On retrouve alors I’équation de Catalan, qui n’admet qu’un
nombre fini de solutions (cf. Tijdeman [50]), mais, méme si ’on dispose
d’informations trés précises relatives aux éventuelles solutions non triviales de
cette équation (cf. entre autres I’ouvrage de Ribenboim [40] et le survol de
Mignotte [35]), la résolution complete de (1) sous ’hypothese n pair demeure
un probléme ouvert.

Par applications successives du Théoréme 2 en prenant pour D la puissance
du plus grand facteur premier de n qui divise exactement n, on démontre la
premiere partie de 1’énoncé suivant, la seconde étant détaillée dans [40].

THEOREME 3. Si I’équation (1) posséde une solution (x,y,n,q) et si n
s’écrit comme produit de facteurs premiers n = 2°p{' .. .p,*, avec a € {0,1}
et u; > 0, alors, pour tout 1 < i </{, il existe un entier y; tel que

X — 1

x—1

En outre, il existe des entiers w; > 2 et z; > 2 tels que

wi' —1 .
1 T % ou piz;,

Ww; — 1
la deuxiéeme possibilité ne pouvant se produire que si q divise u;.

Il1 découle facilement de ce qui précede qu’afin de démontrer la Conjec-
ture B il suffit de prouver que (1) ne possede qu’un nombre fini de solutions
(x,y,p% g) ou p est premier et a > 1.

3. APPLICATION DES FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES :
RESULTATS DE FINITUDE .

La théorie des formes linéaires de logarithmes, initialement développée
par Baker [1, 2], s’est avérée, et continue a s’avérer, tres riche d’applications
dans le domaine des équations diophantiennes. A la différence des résultats
d’approximation diophantienne obtenus par Thue, Siegel et Roth, elle conduit
a des énoncés effectifs, en ce sens qu’elle permet non seulement d’affirmer
que certaines équations n’ont qu’un nombre fini de solutions, mais également
d’expliciter une borne numérique, certes souvent tres €levée, pour la taille
des éventuelles solutions. En outre, la théorie des formes linéaires de loga-
rithmes permet d’apporter de précieuses informations sur certaines €quations
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exponentielles, dont par exemple I’équation de Catalan, pour lesquelles les
méthodes antérieures se révélaient inopérantes. Avant d’expliquer en quelques
lignes dans la partie suivante de quoi il retourne, nous présentons deux énonces
issus de cette théorie et montrons comment ils s’appliquent a (1).

THEOREME 4. Soient a; et a, deux entiers non nuls premiers entre eux
tels que |ajay| > 2. Soit f(X) € Z[X] un polynéme irréductible de degré > 3
(resp. > 2) et soit b un entier non nul. Alors les équations

aj £ a5 =by? en inconnues n >0,y € Z\ {0} et g>2
et
fx) =by? en inconnues x € Z,y € Z\ {0} et g >2 (resp. q¢>3)

ne possedent qu’un nombre fini de solutions, dont on peut explicitement majorer
les valeurs absolues.

La démonstration du Théoreme 4 se trouve par exemple dans I’ouvrage
de Shorey et Tijdeman [48], ou figure également le résultat suivant, qui s’en
déduit relativement facilement.

THEOREME 5. L’équation (1) n’admet qu’un nombre fini de solutions
(x,y,n,q) si 'une au moins des conditions suivantes est vérifiée :

(1) X est fixé,

(11) n a un diviseur premier fixé p,

(1) y a un diviseur premier fixé p .

Démonstration. Pour prouver I’assertion (i), il suffit de remarquer que (1)
s’écrit x" —1 = (x—1)y? et donc que le Théoreme 4 s’applique, avec a; = x,
ap=letb=x—1.

Le cas p = 2 de (ii) ayant déja été considéré au cours de la partie
précédente, on peut supposer p impair. Un argument de factorisation montre
alors qu’il existe deux entiers positifs r et s, avec rs < p, et un entier y; > 0
divisant y tels que (x/7,y;,q) soit solution de I’équation

-1
z—1

4) r =sY9,

en inconnues z > 2, ¥ >1let g>2.Sip>5o0usip=3 et qg >3,
il découle du Théoréeme 4 que (4) n’admet qu’un nombre fini de solutions.
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Ainsi, il 'ne reste plus qu’a examiner le cas p =3 et g = 2, pour lequel de
simples considérations de congruences conduisent au résultat (cf. [48]).

Démontrons maintenant (iii). Si p divise x — 1, alors (x" — 1) /x—1)=n
(mod p), donc p divise n et on est ramené a (ii). Dans le cas contraire, soit
t > 1 le plus petit entier u > 1 tel que p divise x* — 1. Il est clair que ¢
divise p — 1. En outre, ¢ divise n puisque x* — 1 = 0 (mod p). Ainsi, n est
multiple d’un des diviseurs premiers de p — 1 et on est également ramené

a ). O

4. UN OUTIL IMPORTANT : LES FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES

Apres avoir détaillé quelques-unes parmi les nombreuses conséquences des
résultats de Baker, nous expliquons brievement ce qu’est une forme linéaire
de logarithmes, puis donnons un exemple de raffinement, a priori modeste,
mais tres riche de conséquences.

Soit n > 1 et, pour 1 <i < n, soient x;/y; des nombres rationnels non
nuls et m; des entiers non nuls. Notons m > 2 un majorant des |m;| et
H; > 3 un majorant des quantités |x;| et |y;|. On suppose que

el e
1 Yn

est non nul. Alors, par une simple estimation du dénominateur de A, on
obtient

n n
log A > —Zmi log |y;| > —m Z log H; .

i=1 i=1
La dépendance en les H; est trés satisfaisante, au contraire de celle en m. Or,
pour résoudre de nombreux problemes en théorie des nombres, on aimerait
disposer d’une meilleure estimation du point de vue de m, ‘quitte a faire
quelques concessions relativement aux H;. Baker [1, 2] a, le premier, démontré
un tel résultat, et on sait maintenant (d’apres Baker et Wiistholz [3]) que, sous
les hypotheses précédentes, on a

(5) log A > —(50n)*" logH, ...log H, logm,

et on conjecture que l’on peut remplacer le produit des logH; par leur
somme. Cela a ét€ démontré par Shorey [43] (voir également les estimations
de Waldschmidt [51], qui incluent tous les raffinements connus en 1993) dans
le cas particulier ou les rationnels x;/y; sont tous trés proches de 1. Un
exemple spectaculaire d’application est donné par 1’équation




1’EQUATION DE NAGELL-LJUNGGREN 153

(b + 1)x™ —by"| =1, en inconnues b >2,x>0,y> 0,

qui conduit & estimer la quantité

1 b+1<)_c>m_1‘
by | b \y '

De (5) découle la minoration

—m logy > —10% log(b + 1) logy logm,

mais, comme (b + 1)/b et x/y sont trés proches de 1 quand x, y et b
sont grands, on peut appliquer le raffinement et, par conséquent, obtenir (par
exemple en utilisant [26], ou ’on observe cependant que le «logm » de (5)
est alors remplacé par « log® m »)

—m logy > —10° logy log®m,

soit une majoration de m indépendante de b, résultat dii originellement a
Mignotte [33], puis raffiné par Bennett et de Weger [5], qui ont démontré le
théoreme suivant.

THEOREME 6. Soient a, b et n des entiers vérifiant a > b > 1 et n > 3.
Alors I’équation
lax® — by"| =1

admet au plus une solution en entiers positifs (x,y), sauf éventuellement si
a=b+1, 2<b<min{0.3n,83} er 17 <n < 347.

Le Théoreme 6 a été démontré indépendamment par Delone [22] et Nagell
[38] pour n =3 et par Ljunggren [32] dans le cas n = 4.

Tout d’abord, il convient de souligner que le cas (a,b) = (2,1) du
Théoreme 6 est une conséquence d’un résultat difficile de Darmon et Mérel
[21], qui ont prouvé que I’équation diophantienne X" 4 Y" = 2Z" avec
n > 3 n’admet comme solutions enticres que les solutions triviales. Leur
démonstration reprend des idées développées par Wiles afin de résoudre la
conjecture de Fermat.

A Vexception de ce cas particulier, le Théoréme 6 fait appel a trois
techniques d’approximation diophantienne, que 1’on présente brievement sous
I’hypotheése additionnelle a = b + 1, destinée uniquement a simplifier les
explications. La premiere, les formes linéaires en deux logarithmes, a été
évoquée plus haut: elle permet de majorer n indépendamment de b. La
seconde repose sur 1’observation suivante. Si |(b + 1)x" — by"| = 1, alors
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1
bny"

W1
14— =

(6) 5y

<

et donc le nombre algébrique /1 + 1/b admet une trés bonne approximation
rationnelle, en ’occurrence x/y. Or, a I’aide de techniques basées sur la
construction explicite des approximants de Padé de la fonction z — /1 —z,
il est possible, pour certaines valeurs de b et de n, de construire une suite de
rationnels (p,,/qn)m qui contient toutes les bonnes approximations rationnelles

de +/1+ 1/b. En outre, on contrdle bien les différences l{’/ 1+1/b—pu/ qml :

et on peut ainsi en déduire qu’aucun rationnel x/y ne vérifie (6). Cette méthode
est efficace quand n et b ne sont pas trop petits, mais elle reste d’un emploi
délicat, et son succes n’est pas a priori assuré.

Le troisieme outil utilisé par Bennett et de Weger est la théorie algorith-
mique des nombres : a I’aide de calculs sur ordinateur, utilisant des algorithmes
astucieux, ils ont completement résolu les équations appelées équations de Thue
(b + Dx* — by*| = £1, pour (b,n) € {(2,5),(2,7),(2,11),(2,13),(3,13)}.
Cela illustre bien les limites de ce que 1’on savait faire vers 1996. A I’heure
actuelle, on peut imaginer pouvoir résoudre par cette méthode toutes les paires
(b,n) avec 17 <n<21 et 2<b<0.3n.

Au prix de longs efforts, le Théoreme 6 a été amélioré par Bennett [4],
qui a raffiné la seconde technique et prouvé le résultat remarquable suivant.

THEOREME 7. Soient a, b et n des entiers vérifiant a > b > 1 et n > 3.
Alors [’équation

lax" — by"| =1

admet au plus une solution en entiers positifs (x,y).

Il est alors facile d’en déduire un résultat démontré indépendamment par
Mignotte [34], mais par une autre méthode.

THEOREME 8. La seule solution (x,y,n,q) de I’équation (1) avec n=1
(mod ¢q) est (3,11,5,2).

Démonstration. Au vu du Théoreme 1, on peut supposer que g est
un nombre premier impair. Posons n = vg + 1, I’équation (1) s’écrit alors
x(x") — (x — 1)y? = 1, et il suffit d’appliquer le Théoreme 7 pour constater
qu’il n’y a alors pas de solution. [
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Le Théoreme 8 se trouve énoncé dans [30], mais la démonstration qu’en
donne Le est erronée, ainsi d’ailleurs que les démonstrations de [52], comme
le remarque Ping-Zhi Yuan [53] (voir aussi [4]).

Le Théoréme 7 permet également de retrouver un résultat de Le [28],
démontré par Inkeri [25] lorsque g = 3. |

THEOREME 9. L’équation (1) ne posséde aucune solution (x,y,n,q) ou
X est une puissance q-ieme.

Démonstration. Supposons qu’il existe z > 1, y>1, g>2 et n >3
tels que z%" — 1 = (z7 — 1)y4. D’apres le Théoréme 1(i), on a g > 3 et il
suffit d’appliquer le Théoréme 7 a 1’équation z7Z% — (z7 — 1)Y% = 1 pour
conclure. [

Les Théorémes 8 et 9 jouent un role trés important dans les démonstrations
des résultats présentés dans les chapitres suivants.

5. UN EXEMPLE DE RESOLUTION COMPLETE DE L’EQUATION (1)

Une question naturelle consiste a se demander si (1) admet une solution
(x,y,n,q), o x est une puissance pure. D’apres le Théoreme 9, on sait déja
que x ne peut en aucun cas &tre une puissance g-ieme. Le résultat suivant
montre que x n’est pas non plus un carré.

THEOREME 10. L’équation (1) n’admet aucune solution (x,y,n,q) ou x
est un carré.

Le Théoreme 10 a été obtenu indépendamment et au moyen de deux
méthodes différentes par Bennett [4] et Bugeaud, Mignotte, Roy et Shorey
[20], complétant des résultats antérieurs de Saradha et Shorey [42]. Nous
choisissons de détailler les étapes principales de la démonstration de [20], qui
ne fait appel ni au Théoréme 7, ni au Théoréeme 8.

Le Théoréme 1 (i) couvre le cas ¢ = 2 et un argument facile de factorisation
montre qu’il suffit de prouver le Théoréme 10 quand n est impair. Supposons
donc que les entiers z > 2, n>5, g >3 et y > 2 avec n impair vérifient
I’équation
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Alors, il existe deux entiers y; et y, tels que

q

7'+ 1

X z+1

=y? et

PREMIERE ETAPE.

Eliminant z" du systeme (7), on obtient 1’équation
@+Dy;—@-1yl =2,

a laquelle on peut appliquer le raffinement des formes linéaires de logarithmes
mentionné plus haut. Ainsi, on borne g et on obtient que g est majoré par
200, indépendamment de z > 5, et par 132, indépendamment de z > 12.

DEUXIEME ETAPE.

Avant toute chose, on observe que Saradha et Shorey [42] ont démontré
que ’on a nécessairement (z(z),q) = 1, ol ¢ est I'indicateur d’Euler. Or
cette information supplémentaire nous permet d’appliquer un lemme de nature
hypergéométrique, démontré par Le [27] puis raffiné par Saradha et Shorey
[42]. On obtient ainsi une trés bonne majoration de z en fonction de ¢, a-
savoir z < 1.61 ql/ 2. En réalité, on démontre des estimations plus précises,
lesquelles, combinées au résultat de la premiere étape, entrainent z < 11. Par
conséquent, on est ramené a étudier un nombre fini de paires (z,q).

TROISIEME ETAPE.

Pour chaque paire (z,q) restante, on vérifie que n est congru a 1 modulo g.
Pour cela, on regarde 1’équation x"—1 = (x—1)y?, avec x et g fixés. Si p est
un nombre premier de la forme kg + 1, alors (y9)* = 1 (mod p), donc y? ne
prend qu’un petit nombre de valeurs modulo p. Ainsi n ne prend également
qu’un petit nombre de valeurs modulo p — 1, en particulier modulo g. Pour
obtenir le résultat souhaité, I’expérience montre qu’il suffit de considérer en
général deux ou trois tels nombres premiers p, en tout cas rarement plus
de six.

QUATRIEME ETAPE.

- Compte tenu des trois étapes précédentes, on est ramené a considérer un
nombre fini d’équations de la forme

xX? — (x— 1DY? = +1.
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Plus précisément, il ne reste a traiter que les €quations

5X4 —4y9 =1, 17 < g <171,
6X4 — 579 = 1, 17 < g <67,
7X9 —8Y1 =1, 17<qg<6l.

Ce sont toutes des équations de Thue, dont on sait majorer explicitement la
taille des solutions, et par conséquent en principe, les déterminer toutes. Or
les meilleures bornes actuellement connues sont de I'ordre de 10, donc
bien trop élevées pour envisager une résolution complete. Qu’a cela ne tienne !
Comme, griace a 1’étape précédente, on sait que n est de la forme vg + 1,
on cherche en fait a montrer que ces équations ne possedent aucune solution
(X,Y) avec X ou Y une puissance vr-ieme. On a donc une majoration de
v, puis de n, de I'ordre de 10°®. Pour conclure, on utilise & nouveau des
arguments modulaires afin de montrer que »n est nécessairement congru a 1
modulo un entier M, suffisamment grand (i.e. > 10°%).

6. OU APPARAISSENT LES FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES P -ADIQUES

Comme on I’a vu dans la partie 4, les formes linéaires de logarithmes
permettent de minorer non trivialement la distance d’un produit de nombres
algébriques a 1. On travaille alors avec la valeur absolue archimédienne, et
on peut raisonnablement se demander si un énoncé du méme style est valable
pour les valeurs absolues p-adiques. La réponse est oui (cf. les travaux de
Van der Poorten et de Kunrui Yu), et on déduit du résultat principal de [15]
la minoration suivante pour la distance p-adique entre deux puissances de
nombres rationnels.

THEOREME 11. Soient p un nombre premier, x,/y; et x,/y, deux nombres
rationnels non nuls et multiplicativement indépendants, que I’on suppose étre
des unités p-adiques. Soient m; et m, deux entiers rationnels strictement
positifs. Notons m = max{mi,my,2} et désignons par H;, i = 1,2, deux
nombres réels tels que H; > max{|x;|,|y;|,2}. Alors, la valuation p-adique

Up(A) de
A= (ﬂ)m _ (E)m
Y1 Y2

vp(A) < 2000 p log H; log H, log?m .

est majorée par
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Il convient de ne pas attacher trop d’importance au fait que la dépendance
en m soit la méme que dans [26], & savoir en log®m et non en logm comme
dans (5). La raison principale est la suivante : comme les constantes numériques
jouent un ro6le trés important pour la résolution pratique des problémes, on
s’attache tout particulierement a les raffiner, méme si cela se traduit par une
légere perte au niveau de la dépendance en m.

Par ailleurs, le facteur p qui apparait dans le membre de droite réduit le
champ d’application du Théoréme 11, qui, pour certaines questions, gagne a
étre remplacé par I’étude d’une forme linéaire de logarithmes archimédienne.
Cependant, quand p est un nombre que 1’on contrdle trés bien, le Théoreme
11 se révele riche de conséquences, et il est en outre important de préciser que
le facteur p disparait et la constante numérique diminue si les deux rationnels
sont p-adiquement proches de 1. C’est par exemple le cas pour 1’équation
diophantienne
10" — 1
®) 10" —1

En effet, réécrivons (8) sous la forme
10 1 1
=y7 — = A
10 —1 ° <1—10r) !
et appliquons le Théoreme 11 avec p = 5. On obtient alors

=7, en entiers ¢ >3, y>2,t>1,n>3.

nt < ctlogylog®q,

ol ¢ est une constante numérique, d’autant plus petite que ¢ est grand. Or
il est clair que nt est de I’ordre de grandeur de g logy. Ainsi, a ¢t fixé, on
obtient une bonne majoration de ¢, indépendante de n et de y. Par exemple,
dans le cas t =1, on obtient g < 2063.

Afin de traiter (8), il convient de majorer ¢ et, a cet effet, de faire appel
(comme dans la partie 5) a un résultat de Le [27], qui majore, ¢t en fonction
de ¢g. On vient cependant d’obtenir, via les formes linéaires de logarithmes
5-adiques, une minoration de ¢ en fonction de g. Les deux estimations se
croisent et conduisent, dans ce cas précis, a t < 11. D’apres le Théoreme 10, ¢
est nécessairement impair, donc il ne nous reste plus que six équations a traiter.

Pour cela, on montre a ’aide de congruences (cf. Troisieme étape de la
démonstration du Théoréme 10) que toute solution vérifie n = 1 (mod g),
puis on conclut en utilisant le Théoréme 8, ou bien en procédant exactement
comme lors de la quatriéme étape de la démonstration du Théoreme 10.

A T’aide de longs calculs sur ordinateur, nous avons appliqué cette méthode
pour traiter les valeurs de x auxquelles s’applique le lemme hypergéométrique
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de Le [27]. Nous avons cependant utilisé le raffinement du Théoreme 1
démontré dans [9] et avons obtenu le résultat suivant [19].

THEOREME 12. Si I’équation (1) a une solution (x,y,n,q) avec n = 5,
alors il existe un nombre premier p tel que p divise x et q divise p—1. En
particulier;, on a x > 2q + 1.

Le Théoréme 12 contient en particulier I’énoncé suivant, obtenu dans [17],
qui résout une conjecture vieille d’une cinquantaine d’années.

COROLLAIRE 1. Un nombre entier supérieur a 1 ne s’écrivant qu’avec
le chiffre 1 en base dix n’est pas une puissance parfaite.

Comme toutes les solutions de (1) vérifiant ¢ = 2 sont connues, le
Théoreme 12 résout completement (1) quand x est un produit de nombres
premiers de la forme 2% 4 1. En outre, comme 1’on dispose (cf. Inkeri [25])
de quelques informations sur (1) avec g = 3, on connait toutes les solutions
de (1) st x est une puissance quelconque d’un entier inférieur ou égal a 20
et différent de 11. On est ainsi conduit a formuler le probléme suivant.

PROBLEME 1. Montrer que 1’équation

117 — 1
9 Ty

n’admet qu’un nombre fini de solutions (y,t,n), ou t>1, y>2 et n > 3
sont des entiers.

Pour étre complet, il convient de mentionner que la théorie des formes
linaires de logarithmes ultramétriques simultanées en plusieurs places,
développée dans [11], permet d’étendre sensiblement le Théoréeme 12.

7. A NOUVEAU LES CONGRUENCES

Au cours de la troisicme étape de la démonstration présentée dans la
partie 5, nous avons vu comment un raisonnement de congruences permet de
montrer, en principe, que, si les entiers x et g sont fixés, et s’il existe n et
y vérifiant (x" —1)/(x — 1) =7, alors n est congru a 1 modulo ¢. Ceci ne
nous permet cependant pas de résoudre le Probléme 1 car la variable ? peut
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prendre des valeurs arbitrairement grandes. Toutefois, une 1égére modification
de I’argument précédent nous a permis [16, 18] de résoudre (9) et plus
généralement de résoudre (1) pour tout x assez petit.

THEOREME 13. Si I’équation (1) posséde une quatrieme solution (z',y, n, q),
alors 7> 10000 si t > 1, et z>10° si t=1.

Pour démontrer ce résultat, on commence par appliquer le Théoreme 12,
et on se retrouve alors avec un petit nombre d’équations a traiter du type

Zm—l
7 —1

ou g divise ¢(z), que ’on traite a I’aide de la méthode décrite dans [16].

=7,

8. UNE EXTENSION DU THEOREME DE NAGELL ET LJUNGGREN

Le Théoreme 5 affirme que (1) n’a qu’un nombre fini de solutions (x, y, n, q)
pour lesquelles n est divisible par un nombre premier p ; cependant, (1) n’est
completement résolue que dans le cas p = 3 (cf. Théoreme 1). La méthode
que nous présentons maintenant et qui fait ’objet de [14] permet d’étendre
les résultats de Nagell et Ljunggren aux nombres premiers p = 5,7,11 et 13,
ainst que de résoudre (1) pour certaines petites valeurs de p et g.

THEOREME 14. Si (x,y,n,q) est une éventuelle quatriéme solution de (1)
et si p est un diviseur premier impair de n, alors ou bien p > 29,
ou bien (p,q) € {(17,17), (19,19), (23,23)}. En outre, on a (p,q) ¢
1(29,5), (29,19), (29,23), (31,23), (37,5), (37,7), 37,11), (67,5)}, et si
q = 3, alors p > 101. )

Nous indiquons maintenant les grandes lignes de la démonstration. Soient
p > 5 un nombre premier et n un multiple de p. Le Théoreme 3 entraine
que si I’équation (1) a une solution (x,y,n,q), alors I’une des équations
K —1 K —1

(10) =7,
x—1

— yypyid
w— 1 Py

admet une solution vérifiant x > 2. Il nous suffit donc de résoudre ces deux

équations pour les couples (p,q) figurant dans 1’énoncé du Théoreme 14. Au
premier abord, cela semble 1rréaliste car les bornes théoriques pour la taille des
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solutions des équations superelliptiques f(x) = ay™ sont tres élevées, et, sauf
dans certains cas bien particuliers ad hoc, I’ordinateur ne peut les résoudre
dés que, disons, m x deg(f) excéde 20. Cependant, dans les deux exemples
qui nous intéressent, le polynome f est cyclotomique et posséd¢ ainsi de
nombreuses propriétés que I’on peut exploiter, pourvu que p soit différent
de g et que g ne divise pas le nombre de classes relatif du p-ieme corps
cyclotomique. Cette méthode, dont 1’origine remonte a des travaux de Bilu
[6] et Bilu et Hanrot [7], et qui a également été utilisée avec succes dans le
cadre de I’équation de Catalan [13], permet de majorer x par une borne de
I’ordre de p?4¢P?, et il suffit alors d’une simple énumération pour achever la
résolution des équations (10).

Par ailleurs, un résultat classique de la théorie des équations diophantiennes
exponentielles affirme que, pour les équations (10), on sait majorer g en
fonction de p. Les bornes reposent entre autres sur des minorations de formes
linéaires en > 3 logarithmes, et sont de ce fait tres élevées: supérieures a
(3p)'% si I’on applique les meilleures estimations actuelles [8]. Or, grice
aux propriétés des polyndmes cyclotomiques, il s’avere en fait possible de ne
faire appel qu’a des formes linéaires en deux logarithmes pour borner g en
fonction de p dans les équations (10): on obtient alors par exemple g < 5521
pour p = 5, et g < 9000p? log*p pour tout p premier. Il ne reste alors
plus qu'un nombre raisonnable de couples (5,q) a traiter, pour lesquels on
applique la méthode décrite dans le précédent paragraphe... si toutefois p
n’est pas égal a g ! Dans le cas contraire, on se voit contraint d’utiliser les
techniques développées par Bilu et Hanrot [7] et, malgré de multiples astuces
de programmation, les capacités actuelles des ordinateurs ne nous permettent
pas de résoudre (10) dés que p =g > 17.

9. AUTRES RESULTATS

On désigne par w(n) le nombre de facteurs premiers distincts de 1’entier
rationnel n > 2. Shorey [44, 45] a démontré des versions plus faibles des
Théoremes 8 et 9 (sa conclusion est la finitude du nombre de solutions et
non la résolution compléte), desquelles il a déduit de nouvelles informations
relatives a (1). En examinant ses démonstrations, il s’avere que, grace aux
Théoremes 8 et 9, on peut maintenant démontrer le résultat suivant.
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THEOREME 15. Si I’équation (1) a une solution (x,y,n,q) avec n > 5,
alors w(n) < g — 2. Si, de plus, on suppose (n,Q,) =1, alors w(n) =1 si
qg=2>5 et 2°0 < g —1 sinon. D’autre part, si q divise n, alors n est une
puissance de q.

On en déduit immédiatement que si (1) possede une solution vérifiant
q = 3, alors n est une puissance d’un nombre premier au moins égal a 5.

Dans les parties 5 et 6, on a résolu 1’équation (1) dans le cas ou x est
un carré ou la puissance de certains entiers fixés. Hirata-Kohno et Shorey
[24] ont complété ces informations en s’intéressant a (1) sous I’hypothese
additionnelle que x est une puissance p-ieme.

THEOREME 16. Soit p > 3 un nombre premier. Alors I’équation (1) n’a
qu’un nombre fini de solutions (x,y,n,q) Vvérifiant

g >2(p—D2up—3)

et x = 7" pour un entier z > 1. En outre, pour de telles solutions, x" est
majoré par une constante effectivement calculable ne dépendant que de L.

Il découle du Théoreme 16 et du Théoreme 9 que (1) ne possede qu’un
nombre fini de solutions (x,y,n,q) telles que x est un cube et g ¢ {5,7,11},
et I’on est naturellement amené a poser le probléme suivant.

PROBLEME 2. Montrer que 1’équation

(23)n"1 .5
2-1 7

n’admet qu'un nombre fini de solutions (z,y,n), ou z, y et n sont des entiers
supérieurs ou égaux a 3.

Aussi étonnant que cela puisse paraitre, aucune technique actuellement
connue ne semble en mesure de résoudre le Probleme 2.
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n

10. L’EQUATION X T = ¥4
¥ —

Apres s’étre demandé si un nombre ne s’écrivant qu’avec le chiffre 1 en
base x pouvait &tre une puissance pure, il est naturel de se poser la méme
question pour les nombres s’écrivant avec le méme chiffre, ou bien avec le
méme bloc de chiffres, répété plusieurs fois. Ce probleme s’avere en général
plus simple que I’étude de (1), et il fut résolu, dans le cas de la base 10 et
pour tout chiffre autre que 1, par Oblath [39] des 1956. Par la suite, Inkeri
[25] considéra le cas d’autres bases, mais il buta lui aussi sur I’équation (1).
Il observa cependant que si ’on sait résoudre (1) pour un entier x > 2 fixé,
alors il devient assez facile de résoudre 1’équation

x"—1

(11) a—— =y?7, eninconnues n >3, x>2 1<a<x,y>2,qg>2,

par exemple en étudiant les diviseurs premiers de (x" — 1)/(x — 1). Nous
avons ainsi obtenu le résultat suivant [10] et avons les moyens de résoudre
completement (11) pour toute valeur fixée de x, ... dans les limites, bien sir,
des possibilités des ordinateurs !

THEOREME 17. Les seules solutions de I’équation (11) avec x < 100 ou
x = 1000 sont

(a,x,y,n,q) € {(1,3,11,5,2),(1,7,20,4,2), (4,7,40,4,2),(1,18,7,3,3),
(7,18,49,3,2),(7,18,7,3,4),(8,18, 14,3, 3), (3,22, 39, 3, 2),
(12,22,78,3,2),(19,30,133,3,2), (21,41, 1218, 4, 2),
(13,68,247,3,2), (52, 68,494, 3,2), (58,99, 7540,4,2) }.

En particulier, ce théoreme affirme que si a, b et ¢ désignent n’importe
quel chiffre, alors aucun des nombres non nuls écrits en base dix

aa...aa, abab . . .abab et abcabc . . . abcabc

n’est une puissance pure, sauf, bien sir, les nombres a, ab et abc lorsque
ceux-ci sont des puissances parfaites.
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11. LEcCAS x<0

Les résultats de Nagell et Ljunggren mentionnés au paragraphe 2 sont plus
généraux que le Théoréme 1, car ils incluent la résolution de (1) pour x < 0.
Comme il est expliqué dans [18], ce probléme revient a résoudre 1’équation

X+ 1 : L
(12) P =y?, enentiers x> 1, y> 1, n >3 impair, g > 2,
qui possede la solution (x,y,n,q) = (19,7, 3,3). Il s’agit d’ailleurs de I’'unique
solution avec n = 3 ou 4 [36, 37, 31]. 1l est tentant de conjecturer qu’il
s’agit 12 de ’unique solution de (12), mais nous sommes loin de pouvoir le
démontrer. Cependant, nous avons plusieurs résultats partiels, qui vont dans
le sens de cette conjecture.

Les méthodes utilisées lors de 1’étude de I’équation (1) s’appliquent
également a (12), et permettent de démontrer les résultats suivants. En outre,
de nouvelles estimations [11] ont permis de considérablement réduire le temps
de calcul [18].

THEOREME 18. Si [’équation (12) a une solution (x,y,n,q) avec n > 5,
alors il existe un nombre premier p tel que p divise x et q divise p— 1. En
particulier, on a x > 2q + 1. L’équation (12) n’a pas de solution (x,y,n,q)
avec 2 < x < 10* et n > 5.

Le cas particulier x = 2 est trait€é dans [12], ’équation correspondante
intervenant dans la classification des groupes finis simples.

12. APPLICATIONS

La question suivante apparait en théorie des groupes finis et est fortement
liée a I’équation (1): trouver des nombres premiers P et Q et des entiers
rationnels n > 3 et a > 1 tels que

Q" —1

0-1

Plusieurs travaux y font référence, notamment [12, 23, 29, 49] et [40, page

121]. Observons que 1’équation (12) possede également des liens avec la
théorie des groupes finis [12].

Une autre application concerne lirrationalité de nombres réels dont le

développement décimal est de la forme suivante. Soient g > 2 et A > 2 des

= =,
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entiers. Pour tout entier m > 1, on définit (m), = a; . ..a, la suite des chiffres
de m dans son écriture en base h, ie. m =ah ' 4+ ... +a,, avec a; >0
et 0 <a; <h pour 1 < i <r. Pour une suite (n;);>1 d’entiers positifs ou
nuls, on pose

an(g) = 0.(¢" (g™ - - -

Il est établi que ay(g) est irrationnel si la suite (n;);>; est non bornée (voir
par exemple [41]), et Sander [41] a étudié le cas ou cette suite est bornée
et admet exactement deux éléments qui apparaissent une infinit€ de fois. Son
Theorem 3 repose sur une application incorrecte d’un résultat de [47] et n’est
a ce jour pas démontré. Cependant, comme il est expliqué par exemple dans
[19], les Théoremes 12 et 13 permettent de montrer I’irrationalité de nombres
an(g) sous les hypotheéses considérées par Sander.
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