3. Algebres non ramifiees sur les produits de
courbes

Objekttyp:  Chapter

Zeitschrift:  L'Enseignement Mathématique

Band (Jahr): 48 (2002)

Heft 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

PDF erstellt am: 28.04.2024

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften. Sie besitzt keine Urheberrechte an
den Inhalten der Zeitschriften. Die Rechte liegen in der Regel bei den Herausgebern.

Die auf der Plattform e-periodica vero6ffentlichten Dokumente stehen fir nicht-kommerzielle Zwecke in
Lehre und Forschung sowie fiir die private Nutzung frei zur Verfiigung. Einzelne Dateien oder
Ausdrucke aus diesem Angebot kbnnen zusammen mit diesen Nutzungsbedingungen und den
korrekten Herkunftsbezeichnungen weitergegeben werden.

Das Veroffentlichen von Bildern in Print- und Online-Publikationen ist nur mit vorheriger Genehmigung
der Rechteinhaber erlaubt. Die systematische Speicherung von Teilen des elektronischen Angebots
auf anderen Servern bedarf ebenfalls des schriftlichen Einverstandnisses der Rechteinhaber.

Haftungsausschluss

Alle Angaben erfolgen ohne Gewabhr fir Vollstandigkeit oder Richtigkeit. Es wird keine Haftung
Ubernommen fiir Schaden durch die Verwendung von Informationen aus diesem Online-Angebot oder
durch das Fehlen von Informationen. Dies gilt auch fur Inhalte Dritter, die tUber dieses Angebot
zuganglich sind.

Ein Dienst der ETH-Bibliothek
ETH Zirich, Ramistrasse 101, 8092 Zirich, Schweiz, www.library.ethz.ch

http://www.e-periodica.ch



EXPOSANT ET INDICE D’ALGEBRES NON RAMIFIEES 137

est égal A [. Le cas le plus simple est celui ot k est un corps de nombres
arbitraire, on trouve un exemple avec une algebre d’exposant 2 et d’indice 4
sur le corps des fonctions d’une conique définie sur k.

Si ’on veut fabriquer des exemples dans une tour infinie, comme dans
le théoreme, il suffit de considérer un corps k, de caractéristique différente
de [ et dont le groupe de Brauer contient un exemplaire de Q;/Z;. C’est le
cas pour les corps locaux non archimédiens, et pour les corps de nombres.
D’apres le théoréme de Merkur’ev-Suslin [MS], ¢’est le cas pour tout corps qui
contient toutes les racines de 1’unité d’ordre une puissance de [, et qui possede
au moins un élément non trivial d’ordre [ dans son groupe de Brauer. On
trouvera dans Merkur'ev [M1] des conditions nettement plus faibles assurant
I’existence d’un tel sous-groupe.

Pour les corps de nombres, pour toute algebre simple centrale, I’exposant
est €gal a I'indice, on peut donc recopier enticrement le théoreme ci-dessus,
avec X = Spec(k) a la place de la surface complexe X, et avec [ premier
quelconque.

3. ALGEBRES NON RAMIFIEES SUR LES PRODUITS DE COURBES

Au paragraphe 1, on a donné des exemples de corps gauches provenant
par diverses constructions (produit de variétés, cup-produit de classes de
cohomologie, somme dans le groupe de Brauer) d’une classe fondamentale,
la classe de x € C(x)*/Cx)*"" = Hgt(C(x),Z/n), qui est une classe de
cohomologie (nécessairement) ramifiée sur le corps des fractions de la droite
projective sur le corps des complexes. Sur une courbe elliptique E sur C,
on dispose de classes non ramifiées dans H(E,Z/n) C H'(C(E),Z/n) ~
C(E)*/C(E)*". Des constructions analogues vont ici donner des classes de
cohomologie non ramifiées, des classes d’algébres simples centrales non
ramifiées. Mais il n’est pas clair que ces classes sont non triviales.

QUESTION 1. Soit / un nombre premier. Soient E,...,E, des courbes
elliptiques sur le corps C. Pour i = 1,...,m, soit g; une classe non triviale
dans H}(E;,Z/l) — C(E)*/C(E)*. Sur le corps des fractions du produit
X =E; X -+ X Ej, la restriction du cup-produit g U---Ug, € HE(X,Z/1)
est-elle non triviale ?

Une question a priori plus faible (mais équivalente pour m = 2, par le
théoreme de Merkur'ev-Suslin, et conjecturalement équivalente pour tout m)
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est la suivante: Voyant g; comme un élément de C(E;)*/ C(E)*, le symbole
{91,...,9m} est-il non trivial dans le quotient K¥(C(X))/I du groupe de
Milnor KM(C(X)) ?

La réponse a cette question ne saurait étre uniforme. Considérons le cas
m=2,1=2.Soient E;/C et E;/C deux courbes elliptiques liées par une
1sogénie E; — E; de degré 2. Il existe alors g; sur E; et g, sur E, comme
ci-dessus tels que 1’algebre de quaternions (g1, g2) sur le corps des fonctions
de E; X E; soit une algebre de matrices. (Pour le voir, poser F = C(E,),
considérer le point de E;(F)/2 défini par I’isogénie E, — E; et appliquer la
suite exacte donnée dans la proposition 11 ci-apres.)

On a néanmoins :

PROPOSITION 11. Soient E| et E, deux courbes elliptiques, et x € C(E1)*,
y € C(Ey)*, non carrés, et de diviseur un double. Si E\ et E, ne sont pas
isogenes, alors ’algebre de quaternions (x,y) sur le corps des fonctions de
Ei x E, est a division.

Démonstration. Soit E une courbe elliptique sur un corps F de carac-
téristique différente de 2. Supposons que E possede tous ses points d’ordre 2
sur F. On peut supposer E donnée par 1’équation y* = (x — a)(x — b)(x — c).
Soient f,g € F(E)* /F(E)*2 les classes de (x —a) et (x — b). Ces classes
proviennent d’éléments de H(E,Z/2). La suite de Kummer pour la multi-
plication par 2 sur E donne naissance a la suite exacte:

0 — E(F)/2 — (F*/F**)* — , Br’(E) — 0.

Dans cette suite, Br'(E) est le sous-groupe des éléments de Br(E) nuls en
I’origine de E, la fleche E(F)/2 — (F*/F**)* envoie le point M sur la classe
de la paire (g(M),f(M)), et la fleche (F*/F**)> — ,B1°(C) envoie (a, 3) sur

(o, /) +(5,9)-

Notons désormais E; = E et considérons alors le cas particulier ou
F = C(E;) est le corps des fonctions d’une autre courbe elliptique E,
sur les complexes, non isogene a E;. Alors E{(F) = E;(C), et donc

E((F)/2 = 0. Par ailleurs le groupe de Brauer de F = C(E,) est nul. Ainsi
(F* /F**)? ~ , Br(E1F).
Ceci implique que I’application naturelle

H.(E;,Z/2) ® HL(E;,Z/2) — ,Br(E; x Ey)

définie par (a, () — (a,f) + (B,g) est injective; on peut en fait montrer
qu’elle est surjective, et définit un isomorphisme
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HL(E|,Z/2) ® H}(Ey,Z/2) ~ , Bri(E; x E).

(On pourrait faire le méme argument avec la multiplication par un premier
[ > 2 alaplace de [ = 2, et avec deux fonctions f et g de diviseur une
puissance [-ieme.) '

Ceci donne en particulier le résultat annoncé.

QUESTION 2. Soit /[ un nombre premier. Soient E,...,E; des courbes
elliptiques (non nécessairement distinctes) sur le corps des complexes, et
soit C/C une courbe projective lisse connexe, de genre suffisamment
grand pour que la dimension de H}(C,Z/l) sur F, soit au moins d.
Soient fi,...,fs € Hi((C,Z/l) C C(C)*/C(C)*, linéairement indépendants,
et pour i = 1,...,d, soit g; € HL(E;,Z/)) C C(E)*/C(E)* non tri-
vial. Fixons une racine primitive [-ietme de 1 dans C. Sur le produit
X=CxE x---xEz, on peut considérer le produit tensoriel d’algebres
cycliques (fi,91)¢, @ -+ ® (fg, ga)e,- C’est une algebre non ramifiée. Si ’on
prend C,Ei,...,E; suffisamment générales, cette algebre est-elle un corps
gauche ?

APPENDICE

par Ofer GABBER

La question 2, et aussi la question 1 pour des courbes générales, ont une
réponse affirmative.

Nous commengons par discuter la question 2. L’idée est de déformer la
situation ramifiée de ’exemple 6 en une situation non ramifiée: on peut
voir un revétement de Kummer de G,, (revétement qui est ramifié a I’infini)
comme limite de revétements non ramifiés de courbes elliptiques. Par ailleurs
une algebre simple centrale qui a une (bonne) spécialisation 2 division est
elle-méme a division.

Nous aurons besoin d’énoncés algébriques généraux.
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